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1. INTRODUCCION

Actualmente el sistema educativo estd pasando por una serie de cambios, con el
fin de utilizar nuevas metodologias de ensefianza a través de las TIC’s. Mediante
estas metodologias se busca que el estudiante deje de ser el receptor de un
modelo tradicional sélo vigente, para que participe en el proceso educativo de
forma activa, utilizando contenidos agradables y de facil comprension. El papel del
docente es vital en el desarrollo de las metodologias y estrategias, para un mayor
entendimiento de lo que se esta ensefiando con el uso de las TIC’s. Es por esto,
que es importante que el docente esté preparado para construir un nuevo

paradigma educativo.

Ensefar contenidos de trigonometria a estudiantes de secundaria es una labor
compleja. La mayoria de los jovenes no han adquirido la madurez mental, para
entender enunciados y teoremas de este tipo, y a esto se le suma la carencia de
estrategias para lograrlo por parte del docente. Por esta razon la presente
investigacion promueve el desarrollo de estrategias utilizando el método de Van
Hiele como base fundamental para la ensefianza y aprendizaje de la

trigonometria.

El Modelo de Van Hiele o Niveles de Van Hiele es una teoria de ensefianza y
aprendizaje de la geometria, disefiado por el matrimonio holandés Van Hiele en la
década de los cincuenta. El aprendizaje de la geometria se construye pasando por
niveles de pensamiento, que cada estudiante puede alcanzar en el marco de sus
capacidades y de la calidad de las estrategias utilizadas por el docente; en la

actualidad este modelo es utilizado en el desarrollo de unidades didacticas y

15



curriculos en geometria secuenciando contenidos y organizando las actividades

gue se han de disefar en las unidades didacticas.

La presente investigacion se llevd a cabo en la Institucion Educativa Colegio
Francisco Arango ubicada en la Calle 33 A N° 39 — 65, del barrio Barzal Alto, con
educandos del grado décimo de educacion secundaria integrados por (48)

estudiantes.

Para el desarrollo de esta investigacion, se disefiaran un conjunto de actividades
gue constituyen una unidad didactica basada en el modelo de Van Hiele; aplicadas
a los contenidos tematicos de trigonometria. Con el disefio de estas actividades se
pretende que el proceso educativo sea eficaz y conciso, logrando que estudiantes
y docentes se interesen en la ensefianza de la trigonometria, con el objetivo de
alcanzar altos niveles en competencias (saber, hacer y ser) y en el desarrollo de

los diferentes tipos de pensamiento geomeétrico y espacial.

Partiendo de una metodologia y estrategia innovadora que permita al estudiante
profundizar en conocimientos sobre trigonometria, mediante actividades se llevo al
educando a que mejore sus habilidades, unas que ya poseia y otras que carecia,
abriendo un marco de posibilidades de aplicacion de este conocimiento en

diversos contextos.

En la ensefianza de la trigopnometria, las funciones trigonomeétricas son un tema de
complejidad para los estudiantes de grado decimo. Por este motivo se abordaron
utilizando el modelo de Van Hiele, logrando que los educandos se apropiaran de
cada concepto, desde la representacidon grafica hasta la representacion simbolica

(ecuacion) que alli se presenté.

16



A partir de los contenidos matematicos y geométricos, se analizaron las actitudes,
aptitudes, ideas previas y concepciones geomeétricas, cuando se enfrentaron a

metodologias y estrategias pedagdgicas diferentes a la tradicional.

En el desarrollo de esta investigacion fue muy importante la secuencia de los
diversos contenidos: matematicos y geométricos, puesto que se sabe que la
ensefianza de las funciones trigopnométricas requiere del uso mancomunado de
estas dos areas. El modelo de Van Hiele es aplicado en este contexto teniendo
cuidado en que tanto, la matematica como la geometria vayan de la mano
favoreciendo la adaptacion de los estudiantes en cada nivel de aprendizaje y
habilidad a desarrollar. Estos niveles son: visualizacion, analisis, ordenacién o
clasificacidon, deduccion formal y rigor; ahora bien las habilidades a desarrollar por

parte de los estudiantes son: visuales, verbales, dibujo, l6gicas y aplicadas.

17



2. MARCO TEORICO

La intencidn de este capitulo, es establecer las bases tedricas que respaldan este
trabajo, las cuales se basan en la definicidn, elaboracion y planificacion de una
unidad did4ctica; el modelo de Van Hiele como organizador de la ensefianza y
fundamental en la elaboracion de los descriptores; y los contenidos matematicos
de las funciones trigonométricas que constituyen el objeto de estudio de la

presente investigacion.

La seccion 2.1 se dedica a la definicion, planificacién y elaboraciéon de una unidad

didactica a partir de explicacion desde bases tedricas.

En la seccion 2.2 se muestra la importancia de ensefiar la geometria y algunos

aspectos sobre la ensefianza de la misma.

La seccion 2.3 presenta la caracterizacion de la metodologia de ensefianza y
aprendizaje usada en el disefio de la unidad de ensefianza para el aprendizaje de
las funciones trigonométricas y para el desarrollo de las habilidades de
demostracion. Esta caracterizacion la apoyamos en el analisis de algunas
dificultades del aprendizaje de conceptos y relaciones de las razones
trigonométricas, la ensefianza y el aprendizaje de conceptos, relaciones,
propiedades y procesos matematicos (representacion y conexiones, razonamiento
y demostracion), el papel que juega el uso de los Sistemas de Geometria
Dindmica (SGD) como apoyo en un contexto de ensefianza por descubrimiento

guiado.

El apartado 2.4 presenta en forma sintética el modelo de Van Hiele y el desarrollo
del pensamiento geomeétrico; explicando por una parte las caracteristicas de cada
uno de los niveles y por otra las fases de aprendizaje basicas en la organizacién y

disefio de la unidad de ensefianza.
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Finalmente en la seccion 2.5 se presentan en forma tedrica y esquematica los

contenidos y relaciones estudiadas en la unidad de ensefanza.

2.1 DEFINICION, ELABORACION Y PLANIFICACION DE UNA UNIDAD
DIDACTICA.

Para el desarrollo de un buen proceso en la actividad matemética dentro del aula
de clase, intervienen algunos factores determinantes los cuales se van
desenvolviendo mediante la definicion, elaboracion y planificacion de una unidad
didactica. En la medida en que esta unidad se va ejecutando, el estudiante avanza

en la consecucién de sus conocimientos y competencias matematicas.

Con las diferentes actividades que se desarrollaron para la ensefianza de las
funciones trigonométricas se organiz6 una unidad didactica, es por ello que se dan

los siguientes referentes didacticos.

2.1.1 Definicién de unidad didactica.

Varios investigadores se han ocupado en definir que es una unidad didactica, a

continuacion presentamos algunas de ellas:

“La unidad didactica o unidad de programacioén sera la planeacion todos los

elementos que intervienen en el proceso de ensefianza-aprendizaje con una

coherencia metodoldgica interna y por un periodo de tiempo determinado”®.

“La unidad didactica es la interrelacion de todos los elementos que intervienen en

el proceso de ensefianza-aprendizaje con una coherencia interna metodologica y

por un periodo de tiempo determinado”.?

Y ANTUNEZ S. y OTROS. Del proyecto educativo a la programacion de aula. Barcelona, Grad. 1992.
? Ibafiez, J. Planificacién de unidades didacticas: una propuesta de formalizacién.1992.
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“Unidad de programaciéon y actuacion docente configurada por un conjunto de
actividades que se desarrollan en un tiempo determinado para la consecucion de
unos objetivos didacticos. Una unidad didactica da respuesta a todas las
cuestiones curriculares al qué ensefar (objetivos y contenidos), cuando ensefiar
(secuencia ordenada de actividades y contenidos), cdmo ensefiar (actividades,
organizacién del espacio y del tiempo, materiales y recursos didacticos) y a la
evaluacion (criterios e instrumentos para la evaluacion), todo ello en un tiempo

claramente delimitado™.

“La unidad didactica es una forma de planificar el proceso de ensefianza-
aprendizaje alrededor de un elemento de contenido que se convierte en eje
integrador del proceso, aportandole consistencia y significatividad. Esta forma de
organizar conocimientos y experiencias debe considerar la diversidad de
elementos que contextualizan el proceso (nivel de desarrollo del alumno, medio
sociocultural y familiar, Proyecto Curricular, recursos disponibles) para regular la
practica de los contenidos, seleccionar los objetivos basicos que pretende
conseguir, las pautas metodoldgicas con las que trabajard, las experiencias de

enseflanza-aprendizaje necesarios para perfeccionar dicho proceso».

En resumen y simplificando, podemos sefalar que la unidad didactica es la

unidad béasica de programacion.

2.1.1 Elaboracién de una unidad didactica.

La elaboracion de unidades didacticas tiene que tener en cuenta los documentos
oficiales y el proyecto educativo institucional. Implica la toma de decisiones en
distintos ambitos de concrecion hasta culminar en un documento en el que el

profesor concreta los objetivos, contenidos, actividades, recursos y materiales,

¥ MEC. Orientacion y Tutorfa en Primaria y Secundaria. Madrid. 1992.

20



instrumentos de evaluacion y seleccibn de estrategias metodoldgicas. Este
documento sera un instrumento de planificacion y gestion del trabajo en clase

con los alumnos.

2.1.2 Planificacion de una unidad didactica.

El disefio de las unidades didacticas debe basarse en estos seis elementos que se

describen a continuacion:

1. La informacion disponible sobre los objetivos y contenidos del curriculo

y del proyecto central correspondiente.

Esta informacion no es suficiente para asegurar que los alumnos realicen
una actividad matematica “rica” que contemple los diferentes aspectos de
dicha actividad. Por tanto, conviene tener en cuenta en segundo lugar el

elemento dos.

2. Los tipos de problemas que son el campo de aplicacion de los

contenidos matematicos seleccionados.

Las situaciones de la vida cotidiana y las otras ciencias pueden ayudarnos
mostrando los problemas que se pueden resolver con los contenidos de la
unidad didactica, mientras que la historia de las matematicas puede
ayudarnos para saber coémo y por qué fueron planteados.

Los tipos de problemas se resuelven con determinados procedimientos,
entre los cuales tendremos que hacer una seleccion. Estos procedimientos
se justifican por medio de unos conceptos que se tendran que definir de una
0 varias maneras diferentes, estos conceptos y procedimientos se tendran
gue representar por algunas de las diferentes representaciones que se

utilizan normalmente, etc.
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Por lo tanto, también es conveniente tener en cuenta el siguiente elemento.

3. El conjunto organizado de practicas institucionales, operativas Yy
discursivas, que proporcionan la solucion a los tipos de problemas
seleccionados (contenidos procedimentales, conceptuales y formas de

representacion).

Un analisis a fondo de los contenidos a ensefiar, su organizacion,
estructura, relaciones logicas, técnicas de resolucién, formas de

representacion, etc., es fundamental para disefiar una secuencia didactica.

Para este tipo de andlisis también puede ser muy Uutil el estudio de las
unidades didacticas que proponen los libros de texto. Un analisis
comparativo de la organizacion que presentan los libros de texto es un
elemento importante a tener en cuenta para elaborar una propuesta de

unidad didactica.

Los tres puntos anteriores son los fundamentales para el disefio de unidades.
Ahora bien, hay otros aspectos a tener en cuenta. El primero de ellos son los
recursos y materiales didacticos, ya que estos tienen una incidencia importante en
el proceso de ensefianza-aprendizaje y pueden condicionar la organizacion, los

contenidos y la metodologia de la unidad didactica.

4. Materiales y recursos disponibles para el estudio del tema, incluyendo
los libros de texto y experiencias didacticas descritas en las publicaciones
accesibles. Otro elemento que conviene tener en cuenta es el conocimiento
de los errores y dificultades recurrentes en el estudio del tema que la
investigacion didactica ha documentado. Por lo tanto, sera el quinto aspecto
a tener en cuenta.

5. El conocimiento de los errores y dificultades recurrentes en el estudio del

tema que la investigacion didactica ha documentado.
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6. Los criterios metodolégicos y de evaluacion incluidos en las
orientaciones curriculares, asi como las recomendaciones aportadas por la

investigacion didactica descritas en publicaciones accesibles.

2.2 LA ENSENANZA DE LA GEOMETRIA

2.2.1 Laimportancia de ensefiar geometria. *

“El conocimiento geométrico es un componente matematico que ocupa un lugar
privilegiado en los curriculos escolares por su aporte a la formacion del individuo”.
No s6lo se considera como un conocimiento basico y necesario para la vida de los
estudiantes sino como una disciplina cientifica que descansa sobre bases de rigor,
abstraccion y generalidad. Mammana vy Villani® han identificado unas dimensiones
con las cuales se vincula la geometria en las diferentes areas y ciencias, para

adjudicarse su valor de rigurosidad; asi la geometria puede verse como:
- Una ciencia del espacio y la forma.

- Un método para representar visualmente conceptos y procesos de otras

areas del conocimiento.
- Un punto de encuentro entre la abstraccion y la modelacion.
- Una via para desarrollar pensamiento y comprension.

- Una herramienta en diversos campos de aplicacion.

*MEN, Pensamiento geométrico y tecnologias computacionales. Pag. 1-3.
® Mammana y Villani. Recogiendo las ideas del Documento de Discusion del estudio del ICMI, Perspectivas de la ensefianza
de la Geometria para el siglo XXI., p. 338.
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Para Neubrand® la importancia radica en que “la toma de conciencia de esta
multidimensionalidad, es debida en el cambio del punto de vista de la matematica.
Se ve mas como una actividad humana y se reconoce su relaciéon en contextos

cientificos y sociales”.

La geometria tiene una larga historia siempre ligada a las actividades humanas; ya
sea vista como una ciencia que modela nuestra realidad espacial, como un
sistema formal que evoluciona y cambia permanentemente. Actualmente la
percepcion de esta concepcion de geometria, ha venido cambiando en el sentido,
de que se concibe como el resultado de la combinacién de diversos procesos
cognitivos y comunicativos a lo largo de la historia. En este sentido el
conocimiento geomeétrico no es absoluto e impersonal, sino una construccion de
toda la humanidad, partiendo de experiencias individuales y grupales mediadas
por herramientas simbdlicas, que ayudan a resolver e interpretar diversos

problemas y a encontrar la explicacion de hechos.

La ensefianza de la geometria debe reflejar la preocupacion por parte de los
docentes a la hora de desarrollar actividades que les permita lograr en los
alumnos una amplia experiencia y gusto por el conocimiento geomeétrico,

resolviendo diferentes problemas y hechos que son demostrables.

Niss’

Segun el nivel escolar se privilegiara una u otra dimension de la geometria”.
Por ello se sugiere que en los primeros niveles educativos se enfaticen actividades
de exploracién para entender los objetos concretos del plano y del espacio, es
decir descubrir la geometria por medio de la experiencia; sin embargo es
importante que los estudiantes comprendan que hay mas de una dimension,
basadas también en reglas y operaciones aritméticas; como lo son las relaciones

entre objetos tridimensionales y sus representaciones bidimensionales.

® NEUBRAND, A. Basic Experiences in mathematics education.1998.
" NISS, M. Las matematicas en la sociedad. UNO. Revista didactica de las matematicas, 6,45-57. 1998.
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En los niveles superiores de la educacion basica y media, se recomienda afianzar
los conocimientos mas amplios y profundos, de tal forma que los estudiantes
puedan experimentar una gran parte del contexto geométrico. A través de
actividades como la construccion de conceptos, la investigacion de propiedades
geométricas, resolucion de problemas y aplicaciones.

Especial importancia cobran las experiencias en diferentes &mbitos tales como la
construccion de modelos geométricos fisicos y su relacibn con la percepcion

visual.

Las diversas dimensiones del panorama geomeétrico se apoyan en procesos
cognitivos de visualizacidén asociados al pensamiento espacial. Por esa razén en
los Lineamientos Curriculares en el area de mateméticas, se necesita encaminar
la ensefianza de la geometria hacia el desarrollo de la percepcidén espacial, las
representaciones bi y tri dimensionales de las figuras, sus relaciones y sus

propiedades produciendo teorias axiomaticas de caracter deductivo.

Para poder disefiar ambientes de aprendizaje ricos en actividades geométricas en
las distintas dimensiones, los maestros de matematicas deben experimentar
diversas facetas del panorama geométrico; para que los estudiantes disfruten

aprendiendo a aprender geometria.

Actualmente, los programas de geometria como CABRI, GEOGEBRA, entre otros,
han revolucionado la manera de hacer mateméaticas y la forma de ensefarlas,
proporcionando contextos de aprendizaje y potentes posibilidades de
representacion, donde los estudiantes pasan de formularse preguntas como ¢ Por
qué? A preguntas como ¢Qué pasa si?, dando pasos hacia el pensamiento

deductivo.
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2.2.2 ¢, Qué geometria ensefiar y como ensefiarla?

Partiendo de la intuicién y con base en la experiencia, el enfoque eficaz se apoya
en la exploracién, descubrimiento y comprension, conceptos y propiedades
geométricas que nos permiten explicar aspectos y situaciones del mundo en que
vivimos. Pero el docente debe saber que su meta es crear las condiciones para
gue el alumno avance en la profundizacién de la naturaleza deductiva y rigurosa

de esta rama de la matematica.

Bishop® afirmaba: “la geometria es la matematica del espacio” y es a través del
estudio del espacio fisico y de los objetos que en él se encuentran por donde el
alumno ha de acceder a los conceptos mas abstractos de las matematicas.
Entonces podemos admitir que el sentido de espacio y, por ende, el sentido
geométrico, se inicia con la experiencia directa que las personas tienen sobre los

objetos que les rodean.

2.2.3 Habilidades que la ensefianza de la geometria debe desarrollar.

Hoffer® clasifica estas habilidades en cinco areas: visuales, verbales, de dibujo,

l6gicas y de aplicacion.

Habilidades visuales. La mayor aparte de la informaciéon que percibimos entra
por nuestros 0jos; pero el proceso que nos permite entender el espacio es la
visualizacion, a través de ella podemos representar mentalmente formas visuales
externas e internas. Este proceso se lleva a cabo por medio de dos tipos de
habilidades, una relacionada con la captacion de representaciones visuales

8 BISHOP, A. (1993): Enculturacion Matematica. Barcelona, Paidds.
® HOFFER A. La geometria es mas que demostracién. Notas de matemética. 1990.
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externas y la segunda, relacionada con el pensamiento y construccién de
imagenes mentales (representaciones visuales internas). Esto implica que

visualizar es percepcién con comprension.

Habilidades de dibujo y construccion. Al igual que se hace referencia en el
parrafo anterior, para poder dar idea de un concepto de cualquier area del
conocimiento recurrimos normalmente al uso de representaciones externas
escritura, trazo, dibujo, etc. Con las cuales damos vida visual a imagenes y objetos

mentales.

En la geometria, los simbolos y representaciones, sirven también al pensamiento
para crear mas conocimientos, debido a que permiten la manipulacién abstracta

de muchos elementos y las relaciones y propiedades que juegan entre ellos.

Para el aprendizaje de la geometria, los alumnos deben desarrollar habilidades de
dibujo y construccién relacionadas con la representacion de figuras y cuerpos,
asimismo, deben ser capaces de efectuar una reproduccion a partir de modelos
propuestos y realizar una construccidén sobre una base de datos dados de manera

oral, escrita o grafica.

Habilidades de comunicacion. La habilidad de comunicacién es la competencia
gue permite al alumno leer, interpretar y comunicar con sentido, en forma oral y
escrita, informacion geométrica y de todo tipo, usando el vocabulario y los
simbolos del lenguaje matemético de forma adecuada. Dickson y otros (1991)
dicen que el poseer esta habilidad de comunicacion supone la aptitud para oir

hablar y hablar de matematica, lo mismo que para leer y escribir acerca de ella.

Reconocemos como habilidades de comunicacion: escuchar, localizar, leer e
interpretar informacion geométrica presentada en diferentes formatos, para la
adquisicion de estas habilidades de comunicacion es muy importante tomar en
cuenta, tanto el lenguaje como la buena eleccion de los materiales que han de ser

escogidos para el desarrollo del pensamiento geométrico.
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La adquisicién de los conceptos y el lenguaje resulta un proceso dinamico. El
trabajo en equipo, estimula y promueve tal dinamismo ya que permite que los
alumnos practiquen la comunicacion de sus ideas, forzandolos a externar las
asociaciones mentales que hacen entre los simbolos y sus significados, asi como

de los conceptos que usan o elaboran.

Habilidades de razonamiento. Para razonar deductiva e inductivamente,
requerimos de las habilidades de razonamiento analitico, es decir, son las

capacidades necesarias para desarrollar un argumento Iogico.

Las habilidades logicas que se deben desarrollar con el estudio de la geometria en
la educacién basica y media se refieren a la abstraccibn de conceptos y
relaciones, generaciéon y justificacibn de conjeturas, formulacion de
contraejemplos, entre otros. La induccién y la deduccion son dos formas de
pensamiento consideradas dentro del razonamiento l6gico, de hecho conforman

dos de los métodos matematicos para producir conocimientos.

El razonamiento inductivo es la capacidad de realizar con éxito actividades como:
comparar, completar series de simbolos o figuras, clasificar objetos y generalizar
propiedades a partir de ejemplos concretos, entre otras. El método inductivo es

considerado el camino del razonamiento que va de lo particular a lo general.

La deduccion, por su parte, es un método de razonamiento que va de lo general a
lo particular. A través del razonamiento deductivo se demuestra la veracidad de

las proposiciones a las que se arribaron por induccion.

Alguna de las actividades que colaboran a que los estudiantes desarrollen el
pensamiento logico son: inferir, dadas las propiedades de un objeto, deducir de
gue objeto geométrico se trata; clasificar objetos geométricos por sus atributos,

etc.

La intuicion es una forma de percatarnos, sin mucho andlisis, de conceptos y

situaciones para tratar de entender el mundo que nos rodea, es decir, intentamos,
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en un primer plano, la comprensién de lo que queremos saber, sin embargo, dada
Su imprecision por ser una percepcion de primera instancia, solemos equivocarnos
o adquirirla con limitaciones, pero aun con estas deficiencias, la intuicion nos

resulta tremendamente util.

En nuestro quehacer docente se ha encontrado que es imposible separar las
actividades que impliquen desarrollo de habilidades l6gicas de aquellas que tienen
que ver con la aplicacién y transferencia de conocimientos (resolucion de

problemas).

Habilidades de aplicacion o transferencia. En la resolucién de problemas estan
implicados tanto procesos cognitivos como meta cognitivos en donde se ponen en
juego todas las formas de razonamiento creativo y ldégico mencionadas

anteriormente, aplicando entonces la modelacion.

Una de las cosas a tener en cuenta en la ensefianza de la geometria, es que no
se puede obligar a los estudiantes a avanzar rapidamente y llevarlos a niveles de
alta dificultad, sin antes llevarlos en un proceso de construccion de ideas vy
conocimientos, a través de la visualizacion y las cinco habilidades a desarrollar
mencionadas anteriormente, para que los jovenes logren formalizar esta disciplina

con la ayuda de la experimentacion.

2.3 ENSENANZA Y APRENDIZAJE DE LA TRIGONOMETRIA.

Presentamos algunas ideas importantes de la ensefianza y aprendizaje de la
trigopnometria que hemos tenido en cuenta en el disefio de nuestra unidad de

ensefianza de las funciones trigonométricas.

Basamos nuestra propuesta de ensefianza y de aprendizaje en cuatro ejes:
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1. Conceptual: Relativo al aprendizaje de los conceptos y propiedades
matematicos implicados.

2. Curricular: Relativo a los contenidos matematicos sugeridos en los
curriculos oficiales y trabajados en los libros de texto. Incorporacion de los
procesos de razonamiento y demostracion, conexiones y representacion.

3. Metodologico: Relativo al uso de un enfoque geométrico para la ensefianza
de las razones trigonométricas, que incluye un Sistema de Geometria
Dinamica (SGD) como apoyo en un contexto de ensefianza por
descubrimiento guiado, el uso de las fases de aprendizaje del modelo de
Van Hiele para el disefio de las actividades.

4. Formativo: Relativo al objetivo de mejorar la habilidad de demostraciéon
matematica de los estudiantes mediante el requerimiento a estos de validar

sus resultados y descubrimientos.

2.3.1 Algunas dificultades en el aprendizaje de la trigonometria.

La enseflanza y el aprendizaje de la trigonometria es un campo poco explorado
por los investigadores en didactica de las matematicas. Markel, Goldin, Fi y Brown
plantean que la trigonometria en el plano coordenado es un tema dificil para los
estudiantes y que es muy poco lo que se ha hecho para investigar los motivos de
dichas dificultades. Hay muchos factores que podrian estar involucrados. Uno de
estos problemas radica en que la trigopnometria es un tema complicado e
interconectado que lleva a que los estudiantes tengan que estar cambiando las
definiciones dadas para las razones trigonométricas de acuerdo al enfoque y
contexto planteado. Por ejemplo, al cambiar del estudio de las razones
trigonométricas en el triangulo rectangulo al plano cartesiano, se cambia de una
definicion geométrica a una definicion analitica, se cambia de analizar los valores

de los lados del tridngulo rectangulo a analizar los valores de las coordenadas del
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plano y el radio de la circunferencia, se cambia de un concepto de angulo como
region comprendida entre dos lados del triangulo a un concepto de angulo como
giro o rotacion, los valores del angulo pasan de ser valores de angulos agudos o
rectos (0° < 0 < 90°) a angulos positivos y negativos, al menos en el intervalo -360°
< 0= 360°. Ahora las razones trigonométricas no son solamente una relacién o
cociente entre dos lados de un triAngulo rectangulo, sino distancias dirigidas en el
plano cartesiano o coordenadas del punto de interseccion entre el lado terminal

del angulo y el circulo goniométrico.

Brown'? identifica los siguientes factores que afectan la clara comprensién de los
conceptos trigopnométricos: definiciones débiles de ideas importantes sobre las
rotaciones y el circulo goniométrico; poca o ninguna comprension del papel de la
unidad en el circulo goniométrico o aplicacion inconsistente de la unidad; dificultad
para interpretar los graficos coordenados como informacién geométrica y numérica
combinada, lo que implica no ver las coordenadas de un punto como numeros y
longitudes dirigidas de los segmentos horizontales y verticales que conectan el
punto con los ejes; dificultad para comprender el sen(x) y el cos(x) como
coordenadas, lo que implica la carencia de asociar los signos positivo 0 negativo
de las coordenadas x, y a los signos del sen(x) y cos(x) de angulos no agudos;
dificultad para entender los nimeros racionales como numeros y como cocientes.
Esto se relaciona con el hecho de que el sen(x) es un so6lo valor, cuando se esta
describiendo como una distancia o una coordenada, o un cociente de dos

nameros en la trigonometria del triangulo rectangulo.

Las ideas de Freudenthal ' acerca del tema “razén” nos aproximan a la

complejidad implicita en el tema de las “razones trigonométricas”:

' BROWN, C. Report on American Education: How Well Are American Students Learning? 20086.

' FREUDENTHAL, H. Didactical Phenomenology of Mathematical Structures (L. Puig, Trans.). En E. Sanchez (Ed.),
Fenomenologia didactica de las estructuras matematicas (Textos seleccionados) (2% edicion). México D.F. Departamento de
Matematica Educativa. 2001.
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La razon es una funciébn de un par ordenado de numeros o valores
magnitud. También lo son la suma, la diferencia, el producto y el cociente,
pero éstos lo son en sentido algoritmico: hay una receta para obtener el
valor de la funcion correspondiente a un par determinado o al menos para

actuar como si se hubiera obtenido — en efecto, ¢qué se ha obtenido si se

3
contesta a 3:4 con Z?

La razon también puede obtenerse transformandola en un cociente, pero
esta es la violaciéon de la razén. Si se hace, se priva a la razon de lo que la
hace valiosa como razon. La razén es una funcién de un par ordenado de
nameros o valores de magnitud. Pero, ¢Qué hay de los valores de esa
funcion? ¢ Numeros o valores de magnitud, de nuevo? Se puede interpretar
asi, pero es la manera errénea de hacerlo. En efecto esto identificaria razon
con cociente. El significado propio de la razon es hablar sobre igualdad (o

desigualdad) de razones sin conocer el tamafio de la razén.*?

Freudenthal, también plantea que la razon, en cuanto a concepto e incluso en
cuanto a objeto mental, requiere un nivel de desarrollo considerablemente alto. Sin
embargo los niflos pueden manejar la semejanza como una equivalencia
operativa. Las congruencias y las semejanzas son rasgos incorporados en la parte
del sistema nervioso central que procesa nuestras percepciones oOpticas, es
evidente que el nifio esta lejos de la semejanza como objeto mental y como
concepto. Criterios para la conservacion de la razén como: conservacion de la
igualdad de longitudes, conservacion de la congruencia, conservacion de las
razones internas, constancia de la razén externa, conservacion de los angulos y

decidir acerca de la necesidad y suficiencia de tales criterios, son necesarios para

2 FREUDENTHAL, H. Didactical Phenomenology of Mathematical Structures (L. Puig, Trans.). En E. Sanchez (Ed.),
Fenomenologia didactica de las estructuras matematicas (Textos seleccionados) (2% edicion). México D.F. Departamento de
Matemética Educativa. 2001.
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la formacion del objeto mental semejanza. Una temprana familiaridad con las
aplicaciones que conservan la razon ayuda a visualizar los contextos de la razén
gue no son visuales a priori, pero se requiere que la razon visualizada se suelte en
cierta forma del contexto de las semejanzas globales. “Para construir un puente de
razones no visuales a razones visuales, la visualizacidon estricta por semejanza ha

de ser debilitada”*®.

2.4 EL MODELO DE VAN HIELE.

El modelo de Van Hiele, esta formado por dos componentes: una componente
descriptiva formada por los niveles de razonamiento, que detallan la forma como
los estudiantes razonan cuando efectuan diversas actividades para un tema,
desde el razonamiento intuitivo hasta el razonamiento abstracto formal y una
componente instructiva, las fases de aprendizaje, que ayudan al profesor a
organizar las actividades para que sus estudiantes puedan avanzar de un nivel de

razonamiento al inmediatamente superior.

El modelo considera cinco niveles de razonamiento, siendo el ultimo el nivel de
rigor, el cual no se alcanza en la escuela secundaria, por lo que en esta
investigacion no serd tenido en cuenta. Es caracteristico de la teoria el
seguimiento de un orden, la adyacencia, las relaciones y el lenguaje propio de
cada uno de los niveles. En el modelo se considera que pasar de un nivel de
pensamiento y conocimiento a otro no va asociado a la edad y sélo alcanzado un
nivel se puede conseguir el siguiente, ademas dos personas que razonan en

niveles diferentes no se pueden entender.

= bid., p. 100.
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El modelo de Van Hiele es la propuesta que parece describir con bastante
exactitud esta evolucion y que esta adquiriendo cada vez mayor aceptacion a nivel

internacional en lo que se refiere a geometria escolar.

Van Hiele propone cinco niveles de desarrollo del pensamiento geométrico que
muestran un modo de estructurar el aprendizaje de la geometria. Estos niveles

son:

2.4.1 El Nivel 0. Visualizacién. Llamado también de familiarizaciéon, en el que el
alumno percibe las figuras como un todo global, sin detectar relaciones entre tales
formas o entre sus partes. Por ejemplo, un nifio de seis afios puede reproducir un
cuadrado, un rombo, un rectangulo; puede recordar de memoria sus nombres.
Pero no es capaz de ver que el cuadrado es un tipo especial de rombo o que el

rombo es un paralelogramo particular. Para él son formas distintas y aisladas.

En este nivel, los objetos sobre los cuales los estudiantes razonan son clases de

figuras reconocidas visualmente como de “la misma forma”.

» Proceso de descripcion: Los estudiantes razonan sobre conceptos basicos,
tales como formas simples, principalmente por medio de consideraciones
visuales del concepto como un todo™”.

» Proceso de definicion: Los estudiantes describen las propiedades y
elementos fisicos de los objetos matematicos.

» Proceso de demostracion: No hay razonamiento matematico, por lo que no

realizan ningun tipo de demostracién™.

2.4.2 El Nivel 1. Andlisis. De conocimiento de las componentes de las figuras, de

sus propiedades basicas.

* BURGER, W.F.; SHAUGHNESSY, J.M: Characterizing the Van Hiele levels of development in geometry, Journal for
Research in Mathematics Education vol. 17n°1, pp. 31-48. 1986.
* GUTIERREZ (2007) tomado de ALGARIN, D. L. Caracterizacién de los niveles de razonamiento de Van Hiele especificos

a los procesos de descripcion, definicion y demostracion en el aprendizaje de las razones trigonométricas. (Tesis de
maestria) Bucaramanga. 2013.
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Estas propiedades van siendo comprendidas a través de observaciones
efectuadas durante trabajos practicos como mediciones, dibujo, construccion de
modelos, etc. El nifilo, por ejemplo, ve que un rectangulo tiene cuatro angulos
rectos, que las diagonales son de la misma longitud, y que los lados opuestos
también son de la misma longitud. Se reconoce la igualdad de los pares de lados
opuestos del paralelogramo general, pero el nifio es todavia incapaz de ver el

rectangulo como un paralelogramo particular.

En este nivel los objetos sobre los cuales los estudiantes razonan son las clases
de figuras, piensan en términos de conjuntos de propiedades que asocian con

esas figuras.

» Proceso de descripciéon: Los estudiantes razonan sobre los conceptos por
medio de un analisis informal de las relaciones y propiedades, se
establecen las propiedades necesarias del concepto®.

» Proceso de definicién: Los estudiantes describen propiedades y elementos
matematicos de los conceptos, usan definiciones de estructura ldgica
simple, construyen definiciones a partir de un listado de las propiedades
conocidas®’.

» Proceso de demostracién: Los estudiantes realizan demostraciones de tipo
empirico ingenuo, experimento crucial basado en ejemplo, experimento

crucial constructivo y ejemplo genérico analitico™®.

2.4.3 El Nivel 2. Ordenamiento o de Clasificacion. Las relaciones y definiciones
empiezan a quedar clarificadas, pero s6lo con ayuda y guia. Ellos pueden
clasificar figuras jerarquicamente mediante la ordenacién de sus propiedades y dar
argumentos informales para justificar sus clasificaciones; por ejemplo, un

cuadrado es identificado como un rombo porque puede ser considerado como “un

®* BURGER, W.F.; SHAUGHNESSY, J.M.: Characterizing the Van Hiele levels of development in geometry, Journal for
Research in Mathematics Education vol. 17n°1, pp. 31-48. 1986.

" GUTIERREZ (2007) tomado de ALGARIN, D. L. Caracterizacion de los niveles de razonamiento de Van Hiele especificos
a los procesos de descripcion, definicion y demostracion en el aprendizaje de las razones trigonométricas. (Tesis de
maestria) Bucaramanga, 2013.

8 FIALLO, J. Estudio del proceso de demostracién en el aprendizaje de las razones trigonométricas en un ambiente de
Geometria Dindmica, Departamento de Didactica de las Matematicas, Universidad de Valencia. 2010.
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rombo con unas propiedades adicionales”. El cuadrado se ve ya como un caso
particular del rectangulo, el cual es caso particular del paralelogramo. Comienzan
a establecerse las conexiones logicas a través de la experimentacion practica y

del razonamiento.

En este nivel, los objetos sobre los cuales razonan los estudiantes son las

propiedades de clases de figuras.

» Proceso de descripcidn: Se considera que en este nivel no se da la
descripcion.

» Proceso de definicion: Los estudiantes ordenan légicamente las
propiedades de los conceptos, construyen definiciones abstractas y pueden
distinguir entre la necesidad y suficiencia de un conjunto de propiedades al
determinar un concepto®®. Usan cualquier tipo de definicién®.

» Proceso de demostracion: Realizan demostraciones de tipo ejemplo
genérico intelectual, experimento mental transformativo y experimento

mental estructurado?®.

2.4.4 El Nivel 3. Razonamiento deductivo. En él se entiende el sentido de los
axiomas, las definiciones, los teoremas, pero s6lo no se hacen razonamientos
abstractos, ni se entiende suficientemente el significado del rigor de las

demostraciones.

Las investigaciones de Van Hiele y de los psicologos soviéticos muestran que el
paso de un nivel a otro no es automatico y es independiente de la edad. Muchos
adultos se encuentran en un nivel 0 porque no han tenido oportunidad de

enfrentarse con experiencias que les ayuden a pasar al nivel 1.

" BURGER, W.F.; SHAUGHNESSY, J.M.: Characterizing the Van Hiele levels of development in geometry, Journal for
Research in Mathematics Education vol. 17n°1, pp. 31-48. 1986.

* GUTIERREZ (2007) tomado de ALGARIN, D. L. Caracterizacioén de los niveles de razonamiento de Van Hiele especificos
a los procesos de descripcion, definicion y demostracion en el aprendizaje de las razones trigonométricas. (Tesis de
maestria) Bucaramanga. 2013.

2L FIALLO, J. Estudio del proceso de demostracién en el aprendizaje de las razones trigonométricas en un ambiente de
Geometria Dindmica, Departamento de Didactica de las Matematicas, Universidad de Valencia. 2010.
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» Proceso de descripcién: Se considera que en este nivel no se da la
descripcion.

» Proceso de definicion: Los estudiantes razonan formalmente dentro del
contexto de un sistema matematico completo, con términos indefinidos,
axiomas, un sistema logico subyacente, definiciones y teoremas??. Se
admite la existencia de definiciones equivalentes, se puede demostrar la
equivalencia de definiciones?.

» Proceso de demostracién: Los estudiantes realizan demostraciones de tipo
experimento mental estructurado, deductiva formal transformativa y

deductiva formal estructurada®.

En la Tabla 1, se muestra la relacién entre los procesos y los niveles de
razonamiento. Las celdas sombreadas representan los niveles en los cuales

determinados procesos no se dan.

En el modelo de Van Hiele se proponen una serie de fases de aprendizaje para
pasar de un nivel a otro, las fases no se asocian a un nivel determinado. Para
Crowley®, el método y la organizacién de la institucién, asi como los contenidos y

el material utilizado, son areas importantes de interés pedagogico.

e Fase 1 Informacion: Crowley afirma que en esta etapa inicial el profesor y
los estudiantes conversan y realizan actividades sobre los objetos de

estudio de este nivel. Al respecto, Jaime y Gutiérrez®® expresan que:

* BURGER, W.F.; SHAUGHNESSY, J.M.: Characterizing the Van Hiele levels of development in geometry, Journal for
Research in Mathematics Education vol. 17n°1, pp. 31-48. 1986.

2 GUTIERREZ (2007) tomado de ALGARIN, D. L. Caracterizacion de los niveles de razonamiento de Van Hiele especificos
a los procesos de descripcion, definicion y demostracion en el aprendizaje de las razones trigopnométricas. (Tesis de
maestria) Bucaramanga. 2013.

# FIALLO, J. Estudio del proceso de demostracién en el aprendizaje de las razones trigonométricas en un ambiente de
Geometria Dinamica, Departamento de Didactica de las Matematicas, Universidad de Valencia. 2010.

> CROWLEY, M.: The Van Hiele Model of the Development of Geometric Thought. 1987.

% GUTIERREZ (2007) tomado de ALGARIN, D. L. Caracterizacion de los niveles de razonamiento de Van Hiele especificos
a los procesos de descripcion, definicion y demostracién en el aprendizaje de las razones trigonométricas. (Tesis de
maestria) Bucaramanga. 2013.
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Tabla 1. Relacidn entre procesos y niveles de razonamiento

NIVEL O NIVEL 1 NIVEL 2 NIVEL 3
Descripcion de | Descripcion de
propiedades vy | propiedades y

DESCRIPCION elementos elementos
fisicos de los | matematicos
objetos de los
matematicos. conceptos.

Definiciones Cualquier tipo | Admite la
uso DE con una | de definicion. existencia  de
DEFINICIONES estructura definiciones

I6gica simple. equivalentes.

FORMULACION
DE
DEFINICIONES

Descripcion de
caracteristicas
fisicas de las

figuras.

Lista de las
propiedades
conocidas de

ese concepto.

Conjunto de
propiedades
necesarias y

suficientes.

Se puede
demostrar la
equivalencia de

definiciones.

DEMOSTRACION

Verificacion
empirica  de
las
propiedades
en uno o
varios

ejemplos.

Demostraciones
deductivas
informales, pero
generalmente
con ayuda de
ejemplos

concretos.

Demostraciones
deductivas

formales.

Fuente: Los autores.

Se trata de una fase de contacto: el profesor debe informar a los estudiantes sobre

el campo de estudio en el que van a trabajar, qué tipo de problemas se van a

plantear, qué materiales van a utilizar, etc. Asi mismo, los alumnos aprenderan a

manejar el

material y adquiriran una serie de conocimientos béasicos e

imprescindibles para poder empezar el trabajo matematico propiamente dicho.
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Esta es también una fase de informacién para el profesor, pues sirve
para que éste averigle los conocimientos previos de los estudiantes

sobre el tema que se va abordar.

“El propésito de estas actividades es doble: (1) el profesor ve cuales son los
conocimientos previos de los estudiantes en relacion al tema, y (2) los

estudiantes ven qué direccién tomaran loes estudios posteriores”?’.

e Fase 2 Orientacién dirigida: Seguin Crowley®® en esta fase:
Los estudiantes exploran el tema de estudio a través de los
materiales que el profesor ha ordenado cuidadosamente. Estas
actividades deben revelar gradualmente a los estudiantes las
estructuras caracteristicas de este nivel, de este modo, la mayoria
del material seran tareas simples disefiadas para obtener respuestas

especificas.

Para Jaime y Gutiérrez, el objetivo principal es conseguir que los
estudiantes descubran, comprendan y aprendan los principales conceptos,
propiedades, figuras, etc. En el area de la geometria que estan estudiado
ya que se construiran los elementos basicos de la red de relaciones del

nuevo nivel.

De la organizacion y disefio de las actividades que el profesor realice en
esta fase depende en gran medida el éxito de los estudiantes para pasar de

un nivel de razonamiento a otro superior®®.

¢ Fase 3 Explicitacién: Crowley expresa que apoyandose en sus experiencias

previas, los estudiantes expresan e intercambian sus incipientes puntos de

2 CROWLEY, M.: The Van Hiele Model of the Development of Geometric Thought. 1987.
28 .
Ibid., p. 4.

# FIALLO, J. Estudio del proceso de demostracién en el aprendizaje de las razones trigonométricas en un ambiente de
Geometria Dindmica, Departamento de Didactica de las Matematicas, Universidad de Valencia. 2010.
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vista acerca de las estructuras que han observado. Para Jaime vy

Gutiérrez®*:
Una de las principales finalidades de la tercera fase es hacer que los
estudiantes intercambien experiencias, que comenten las
regularidades que han observado, que expliguen cémo han resuelto
las actividades, todo ello dentro de un contexto de dialogo en el
grupo. Es interesante que surjan puntos de vista divergentes, ya que
intento de cada estudiante por justificar su opinién hard que tenga
gue analizar con cuidado sus ideas (o las de su compafiero), que

ordenarlas y expresarlas con claridad.

El papel del profesor consiste en ayudar a los estudiantes a que usen un
lenguaje preciso y apropiado para describir sus experiencias y comunicar

sus conocimientos, lo que ayuda a afianzar los nuevos saberes.

Fase 4 Orientacién libre: Crowley *

expresa que en esta fase los
estudiantes encuentran tareas mas complejas, tareas con muchos pasos,
tareas que se pueden realizar de varias formas y actividades abiertas. Para

Jaime y Gutiérrez *

en esta fase los estudiantes perfeccionan su
conocimiento mediante problemas, en los cuales se colocaran indicios que
muestren el camino a seguir, de forma que el estudiantes tenga que
combinarlos adecuadamente aplicando los conocimientos y la forma de
razonar que ha adquirido en las fases anteriores. Con estas actividades los
estudiantes pueden completar la red de relaciones que comenzé a formar
en las fases anteriores.

Fase 5 Integracion: para Crowley los estudiantes analizan y resumen lo que

han aprendido, con el fin de tener una vision global de la nueva red de

% JAIME Y GUTIERREZ, (1990) tomado de ALGARIN, D. L. Caracterizacion de los niveles de razonamiento de Van Hiele
especificos a los procesos de descripcion, definicion y demostracion en el aprendizaje de las razones trigonométricas.
Tesis de maestria) Bucaramanga. 2013.

! CROWLEY, M.: The Van Hiele Model of the Development of Geometric Thought. 1987.

2 JAIME Y GUTIERREZ (1990) tomado de ALGARIN, D. L. Caracterizacién de los niveles de razonamiento de Van Hiele
especificos a los procesos de descripcion, definicion y demostracion en el aprendizaje de las razones trigonométricas.
(Tesis de maestria) Bucaramanga. 2013.
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objetos y relaciones, el profesor ayuda con observaciones globales, pero es
importante que los resimenes no contenga nada nuevo. Jaime y Gutiérrez
explican que en esta fase los estudiantes adquieren una vision general de
los contenidos y métodos que tienen a su disposicion, relacionando los
nuevos conocimientos con otros campos que hayan estudiado
anteriormente, ademas al completar la fase tendran una nueva red de

relaciones mentales y habran adquirido un nuevo nivel de razonamiento.

En cuanto a la evaluacion, se considera de la misma forma como se tiene
en cuenta en el modelo, ya que es una de las claves para la asignacion de

niveles, por esto se precisan algunas ideas previas:

1. El nivel de razonamiento de los estudiantes depende del area de

las Matematicas que se trate.

2. Se debe evaluar como los estudiantes contestan y el por qué de

Sus respuestas, mas no lo que omiten, o responden bien o mal.

3. En las preguntas no esta el nivel de los estudiantes sino que esta

€n sus respuestas.

4. En unos contenidos se puede estar en un nivel y, en otros

diferentes, en nivel distinto.

5. Cuando se encuentran en el paso de un nivel a otro puede resultar

dificil determinar la situacion real en que se encuentran.
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2.5 CONTENIDOS MATEMATICOS: FUNCIONES TRIGONOMETRICAS.

2.5.1 Historia de la Trigonometria.*

El origen de la palabra trigopnometria proviene del griego “trigonos” (triangulo) y
“metros”(metria).

Los babilonios y los egipcios (hace mas de 3000 afios) fueron los primeros en
utilizar los angulos de un triangulo y las razones trigonométricas para efectuar
medidas en agricultura y para construir pirAmides. Posteriormente se desarrollo
mas con el estudio de la astronomia mediante la prediccion de las rutas y
posiciones de los cuerpos celestes y para mejorar la exactitud en la navegacion y
en el calculo del tiempo y los calendarios.

El estudio de la trigonometria pas6 después a Grecia, donde destaca el
matematico y astronomo Griego Hiparco de Nicea. Mas tarde se difundio por India
y Arabia donde era utilizada en la Astronomia. Desde Arabia se extendié por
Europa, donde finalmente se separa de la Astronomia para convertirse en una

rama independiente de las Matematicas.

A finales del siglo VIII los astronomos Arabes trabajaron con la funcién sen(x) y a
finales del siglo X ya habian completado la funcion sen(x) y las otras cinco
funciones. También descubrieron y demostraron teoremas fundamentales de la

trigonometria.

A principios del siglo XVII, el matematico John Napier inventé los logaritmos y

gracias a esto los calculos trigonométricos recibieron un gran empuije.

A mediados del siglo XVII Newton encontré la serie para el sen(x) y series

similares para el cos(x) y la tan(x). Con la invencion del calculo las funciones

33< http://trigonometriasonia.blogspot.com/2008/10/historia-de-la-trigopnometra.html>. [citado en 16 de noviembre de 2013].
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trigopnométricas fueron incorporadas al andlisis, donde todavia hoy desempefian

un importante papel tanto en las matematicas puras como en las aplicadas.

Por dltimo, en el siglo XVIII, el matemético Leonhard Euler demostré que las
propiedades de la trigopnometria eran producto de la aritmética de los nameros
complejos y ademas definid las funciones trigonométricas utilizando expresiones

con exponenciales de nimeros complejos.

A continuacién, haremos una breve resefia sobre las razones trigopnométricas, esto
es debido a que para estudiar las funciones trigopnométricas es necesario conocer

primero las razones.

2.5.2 Razones trigonométricas.

Las razones trigonométricas se definen cominmente como el cociente entre dos
lados de un triangulo rectangulo asociado a sus angulos. Existen seis razones

trigonomeétricas basicas.

Para definir las razones trigopnométricas del angulo: a, del vértice A, se parte de un
triangulo rectangulo arbitrario que contiene a este angulo. El nombre de los lados

de este triAngulo rectangulo que se usara en los sucesivos sera:

La hipotenusa (h) es el lado opuesto al angulo recto, o lado de mayor longitud del

triangulo rectangulo.
El cateto opuesto (a) es el lado opuesto al angulo que gueremos determinar.

El cateto adyacente (b) es el lado adyacente al angulo del que queremos

determinar.

Todos los triangulos considerados se encuentran en el Plano Euclidiano, por lo
que la suma de sus angulos internos es igual a pi radianes (o 180°). En
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consecuencia, en cualquier triangulo rectangulo los angulos no rectos se
encuentran entre 0 y 1/2 radianes. Las definiciones que se dan a continuacién

definen estrictamente las funciones trigonomeétricas para angulos de este rango.

Figura 1. Representacion triangulo rectangulo.

(hipotenusa)

a ’—C

b
(adyacente)

1) Elsen(x) de un angulo es la relacién entre la longitud del cateto opuesto y la

longitud de la hipotenusa:

_ a
sin@) = hipotenusa  h

El valor de esta relacion no depende del tamafio del triangulo rectangulo
que elijamos, siempre que tenga el mismo angulo a, en cuyo caso se trata
de triAngulos semejantes.

2) El cos(x) de un angulo es la relacion entre la longitud del cateto adyacente y la

longitud de la hipotenusa:

_adyacente b
cos(a) = hipotenusa  h

3) Latan(x) de un angulo es la relacion entre la longitud del cateto opuesto y la
del cateto adyacente:
a

t. = =
an(a) adyacente b
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2.5.3 Funciones trigonométricas.

Las funciones trigonométricas son establecidas con el fin de extender la definicion
de las razones trigonométricas a todos los numeros reales y complejos; son de
gran importancia en fisica, astronomia, cartografia, nautica, telecomunicaciones, la
representacion de fendmenos periddicos, y otras aplicaciones.

Las funciones trigonométricas definidas sobre el circulo goniométrico son seis:
sen(x), cos(x), tan(x), cot(x) (reciproca de la tan(x)), sec(x) (reciproca del cos(x)) y
csc(x) (reciproca del sen(x)). Para este proyecto se desarrollaron actividades sélo
para las tres primeras.

2.4.6.1 Funcion Sen(x).
En trigonometria, el sen(x) (abreviado sin, abreviatura derivada del latin sinus) de
un angulo en un triangulo rectangulo se define como la razén entre el cateto
opuesto y la hipotenusa:
. a
Sin & = —
En matematicas el seno de x, sen(x) es una funcidn continua y periodica obtenida

al hacer variar la razén mencionada, siendo una de las funciones trascendentes.

Etimologia.

El astronomo y matematico hindu Aria Bhatta (476-550 d. C.) estudio el concepto
de «sen(x)» con el nombre de ardha-jya, siendo ardha: ‘mitad, medio’, y jya:
‘cuerda’). Cuando los escritores arabes tradujeron estas obras cientificas al arabe,
se referian a este término sanscrito como jiba. Sin embargo, en el arabe escrito se
omiten las vocales, por lo que el término qued6 abreviado jb. Escritores
posteriores que no sabian el origen extranjero de la palabra creyeron que jb era la

abreviatura de jiab (que quiere decir ‘bahia’).
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A finales del siglo XiIl, el traductor italiano Gherardo de Cremona (1114-1187)
tradujo estos escritos del arabe al latin reemplaz6é el insensato jiab por su
contraparte latina sinus (‘hueco, cavidad, bahia’). Luego, ese sinus se convirtié en

el espafol «sen(x)».

Segun otra explicacion, la cuerda de un sélo, se denomina en latin inscripta corda
o simplemente inscripta. La mitad de dicha cuerda se llama semis inscriptae. Su
abreviatura era s. ins., que terminé simplificada como sins. Para asemejarla a una

palabra conocida del latin se la denominé sinus.

Figura 2. Representacién grafica funcion sen(x).

7

057 T 157 X

Funciones
i trigonométricas

——y=sen (x)
S —

34

2.4.6.2 Funcién Cos(x).

En trigonometria, el cos(x) (abreviado cos) de un angulo agudo en un triangulo
rectangulo se define como la razén entre el cateto adyacente a dicho angulo y la
hipotenusa:

cos(a) = z

En virtud del Teorema de Tales, este numero no depende del triangulo rectangulo

escogido y, por lo tanto, esta bien construido y define una funcion del angulo cx.

34 <http://es.wikipedia.org/wiki/Sen(x)_%28trigonometr%eC3%ADa%29> [citado en 16 de noviembre de 2013].
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Otro modo de obtener el cos(x) de un angulo consiste en representar éste sobre la
circunferencia , es decir, la circunferencia unitaria centrada en el origen. En este
caso el valor del cos(x) coincide con la abscisa del punto de interseccion del
angulo con la circunferencia. Esta construccién es la que permite obtener el valor
del cos(x) para angulos no agudos.

Figura 3. Representacién grafica funcion cos(x).

0 05 E 1597 27 3

Funciones
1 trigonométricas

¥ = cos (x)
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2.4.6.3 Funcién Tan(x).

En trigonometria, la tan(x) (abreviado tan) de un angulo en un triangulo rectangulo

se define como la razdn entre el cateto opuesto y el adyacente:

tan a =

S| Q

O también como la relacién entre el sen(x) y el cos(x):

sen(a)
tan @ = ———
cos(a)

% <http://es.wikipedia.org/wiki/Cos(x)> [citado en 16 de noviembre de 2013].
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Figura 4. Representacion gréafica funcion Tan(x).
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3. METODOLOGIA

La presente propuesta se inscribi6 en el campo de la didactica de las
matematicas; con un enfoque descriptivo; se empledé la metodologia de
Investigacion accion. Para su analisis se tuvo en cuenta dos métodos; un método
cualitativo en cuanto permite dotar de significado el estudio del comportamiento de
los sujetos sometidos al estudio; y un método cuantitativo que proporciona datos
susceptibles de analisis estadistico que permitio validar los resultados. Los
instrumentos para la recoleccion de la informacion fueron: observacion directa, el
diario de campo para recoger la informaciéon de lo observado, cuestionarios,
grabaciones en audio y video, mapas conceptuales, exposiciones.

Poblacién y muestra.

La poblacién fueron los estudiantes del grado décimo de la Institucion Educativa
Francisco Arango, y la muestra estaba conformada por 11 estudiantes de la
poblacion antes mencionada, los cuales de manera voluntaria quisieron participar

en el presente proyecto. Para el andlisis no se tuvo en cuenta la edad, ni el sexo.

3.1 FASES DE LA INVESTIGACION.

La investigacién se realiz6 teniendo en cuenta la siguiente secuencia:
1. Fase de revision tedrica. Se estudiaron detalladamente los lineamientos
curriculares, propuestos por el M.E.N., y se selecciono el nivel y algunos
aspectos historicos asi como su incidencia en la ensefianza-aprendizaje de
la geometria en la educacion media y basica secundaria; ademas de
profundizar en los contenidos objeto de investigacion.
2. Fase de disefio. Disefio de instrumentos de seguimiento y evaluacion; al

igual que el disefio de las actividades de la unidad didactica, basados en los
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niveles de Van Hiele de tal manera que proporciond un ambiente favorable
de aprendizaje.

3. Fase de validacion. Se experimentaron y validaron las estrategias,
mediante una prueba piloto.

4. Fase de andlisis. A través de la observacion directa, los diarios de
campo Y las actividades desarrolladas por los estudiantes se determiné el
impacto de las estrategias y la comprension de los conceptos por parte del
estudiante.

Se realiz0 el procesamiento y analisis continuo de los resultados obtenidos,
y se realizaron los ajustes respectivos segun las necesidades de los

estudiantes, en coordinacion con el titular de la materia.

5. Fase de sintesis .Elaboracion del presente documento con sus

conclusiones y recomendaciones.
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4. DESCRIPCION DE LAS ACTIVIDADES

A continuacidn se presenta la descripcion de las actividades realizadas, las guias
completas se encuentran en los anexos de este trabajo. Para cada actividad se
muestran los objetivos de aprendizaje, la explicacion de cada sub-actividad, en
caso de ser necesario se describen los archivos usados en Geogebra, y por ultimo
se modelan algunas de las actuaciones para cada proceso que se esperan de los

estudiantes durante el desarrollo de las actividades.

4.1 ACTIVIDAD 1. HISTORIA DE LA TRIGONOMETRIA.

Con esta actividad se persiguen los siguientes objetivos: 1) Conocer la historia,
definicion y aplicaciones de la trigopnometria. 2) Identificar las ramas y areas de
aplicacion de la trigonometria. 3) Fomentar la reflexion y la discusion sobre
conceptos basicos de la trigopnometria. 4) Promover el desarrollo de los procesos

de descripcion, definicion y demostracion.

En esta actividad no se hace uso del software, los estudiantes deben identificar los
aspectos relevantes que hicieron posible el constructo del argumento tedrico de la
trigonometria. Los diversos problemas que tuvieron los sabios de la antigtiedad
para resolver situaciones y como a través de la trigopnometria pudieron darles

solucién.

DESCRIPCION: Los estudiantes revisaron la presentacion de Power Point
“Historia, definicion y campos de aplicaciéon de la trigonometria” (Ver anexo 1). En
la cual identificaron caracteristicas propias de ella como: su definicién y sus ramas

fundamentales, algunas aplicaciones, ademas de la importancia de esta rama de
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las matematicas en el estudio de disciplinas como la arquitectura, ingenieria,
topografia, etc.

DEFINICION: Los jovenes estuvieron en contacto con la historia de la
trigonometria. Identificaron que la trigopnometria no se basa simplemente en
realizar triangulos y hacer calculos. Sino que posee un constructo conceptual de
cientos de afos, desarrollado con el aporte de diversas culturas y épocas de la
historia hasta obtener las funciones trigonométricas y sus aplicaciones a diversas

areas de la ciencia moderna.

En la figura 5 se muestra una imagen de la presentacion de Power Point “Historia,

definiciébn y campos de aplicacion de la trigonometria”. (ACT 1).

Figura 5. Imagen del archivo (act 1) “Historia, definicion y

campos de aplicacion de la trigonometria”.

podemos inferir que Ia
trigonometria se
desarrollo en 4 fases de
su historia:

» La trigonometria
desarrollada por los
egipcios

» La trigonometria
desarrollada por los
arabes

Trigonomeftria en
occidente

Trigonomeftria moderna

Fuente: Autores

DEMOSTRACION: En esta actividad los estudiantes todavia no realizan

demostraciones.
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Tabla 2. Resumen aspectos “Historia de la Trigonometria”

ACTIVIDAD ASPECTOS ASPECTOS ASPECTOS A
POSITIVOS NEGATIVOS MEJORAR
Historia de la *Los estudiantes | *Dificultad en el | Mejorar el acceso

trigonometria.

revisan la
presentacion en
la plataforma.

*Desarrollan el
taller que
consistia en
preguntas acerca
de la definicién e
importancia de la

trigonometria.

ingreso  a la
plataforma.

*A pesar de tener
acceso a la
presentacion a
algunos
estudiantes  les
costaba redactar
acerca de la

importancia de la

a la plataforma
virtual 2

Unillanos.

trigonometria.

4.2 ACTIVIDAD 2. REVISION DE GUIA “DEFINICION Y CAMPOS DE
APLICACION DE LA TRIGONOMETRIA.

Con esta actividad se persiguen los siguientes objetivos: 1) Determinar los aportes
de la trigonometria en diversas areas del conocimiento. 2) Visualizar los elementos
de la trigonometria que aplican para determinada disciplina. 3) Promover el

desarrollo de los procesos de descripcion, definicién y demostracion.

DESCRIPCION: Los estudiantes revisan en la plataforma la guia “Aplicaciones de
la trigonometria” (Ver anexo 2). En esta los jovenes escriben y dibujan cuales son
las aplicaciones de la trigopnometria en cada area alli descrita, para ello se basan
en sus experiencias y en la presentacion “Historia, definicion y campos de

aplicacién de la trigonometria” para redactar sus ideas.
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DEFINICION: En este proceso se evidencia la capacidad de los estudiantes para
visualizar el campo de accion de la trigonometria dependiendo de cada disciplina y
area del conocimiento. En fisica logran imaginar los diagramas de cuerpo libre con
Sus respectivas componentes x e y. En arquitectura logran visualizar las diferentes
estructuras que se pueden formar y ven en ella reflejada la trigonometria a través
de la identificacion de triangulos rectangulos y como las mediciones de catetos y/o
lados de triangulos facilitan la labor de los obreros. En ingenieria los estudiantes

visualizan puentes, pendientes y construccion de acueductos, etc.

En la figura 6 se muestra un dibujo realizado por un estudiante acerca de las

aplicaciones de la trigopnometria. (ACT 2).

Figura 6. Aplicaciones de la trigonometria.

= i

Fuente: estudiantes.

En conclusion los estudiantes conciben ideas partiendo de sus experiencias
acerca de las aplicaciones de la trigonometria. Cabe destacar que antes de esta
actividad los estudiantes no tenian muy claro que era la trigonometria. Aspecto
gque se mejoré partiendo de la actividad anterior sobre la Historia de la
Trigonometria. A partir de esta los estudiantes identificaron las posibilidades que

tiene la trigonometria de ocupar varios contextos de la vida cotidiana. Asi pues los
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estudiantes con esta idea mas clara lograron determinar las aplicaciones

especificas de la trigonometria en cada disciplina.

DEMOSTRACION: Con esta actividad los estudiantes todavia no realizan

demostraciones.

Tabla 3. Resumen aspectos “definicion y campos de aplicacion de la

trigonometria”

ACTIVIDAD ASPECTOS ASPECTOS ASPECTOS A

POSITIVOS NEGATIVOS MEJORAR
Revision de guia | Los jovenes | Dificultades  en | Aclaracion de
“definicion y | logran visualizar | conceptos como | dichos conceptos
campos de | varios aspectos | cartografia y|con futuro a
aplicacion de la | de la | topografia. mejoras.
trigonometria trigonometria y

sus aplicaciones | Al no tener claros

en diferentes | estos conceptos

areas del | les costaba

conocimiento. redactar
claramente

Los jévenes se | alguna aplicacion
basan en sus |de la
experiencias para | trigopnometria  a
determinar en | alguna de estas
qué puntos | &reas.

especificos de
diferentes areas
la  trigonometria
tiene alguna

aplicacion. Por
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ejemplo, En
ingenieria la
pendiente de un
trayecto de

acueducto.

4.3 ACTIVIDAD 3. OBSERVACION DEL VIDEO INTERACTIVO “COMO MIDIO
EL RADIO DE LA TIERRA ERATOSTENES”.

Con esta actividad se persiguen los siguientes objetivos: 1) Argumentar la
importancia de la trigonometria en la solucion de problemas en la antigiiedad. 2)
Determinar el proceso y analisis matematico y geométrico llevado a cabo por
Eratéstenes. 3) Promover el desarrollo de los procesos de descripcion, definicién y

demostracion.

DESCRIPCION: Los estudiantes observan el video: “Como Eratdstenes midi6 el
radio de la Tierra” (Ver anexo 3). En este video los estudiantes identifican la

aplicacion de las razones trigonométricas en la antigliedad.

DEFINICION: Los estudiantes determinan la importancia de la trigonometria
desde épocas antiguas donde los Unicos elementos de medicion eran un gnomon
y un scaphe; y las Unicas herramientas matematicas eran elementos y axiomas de

la geometria plana.

En la figura 7. se muestra una imagen del analisis que realiza Eratostenes a traves
de dos rectas paralelas y una recta secante para obtener el valor del angulo,

puesto que son alternos internos. (ACT 3).
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Figura 7. Imagen tomada del video: “COMO MIDIO EL RADIO
DE LA TIERRA ERATOSTENES”.

.

Fuente: video. https://www.youtube.com/watch?v=UelQOnjOEGUY

Desde este punto de vista los jévenes valoran el esfuerzo de Eratéstenes al
observar como un individuo puede lograr este tipo de calculos sin el uso de alguna
calculadora. Asi los educandos evidencian la importancia de la trigonometria en el
estudio de muchos ambitos de la vida cotidiana. COmo estos aportes de antiguos
pensadores fomentaron la evolucién de diversas areas del conocimiento con sus

ideas y descubrimientos.

DEMOSTRACION: Mediante esta actividad, el andlisis de rectas y angulos son
susceptibles de demostrar. Los estudiantes comprenden el axioma de angulos
alternos internos como herramienta para determinar el angulo asociado a la altura

de la torre y la proyeccién de su sombra.
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Tabla 4. Resumen aspectos “como midioé el radio de la tierra Eratéstenes”

ACTIVIDAD ASPECTOS ASPECTOS ASPECTOS A
POSITIVOS NEGATIVOS MEJORAR
Observacion del | Los estudiantes | Los estudiantes | Mejorar
video interactivo | evidencian la | poseen carencias | conexiones y
‘cdbmo midi6 el | importancia de la | en pre conceptos | redes
radio de la tierra | trigonometria de geometria | inalambricas.
Eratéstenes”. desde épocas | plana como lo
antiguas hasta | son angulos
hoy. alternos -
internos, recta
secante, rectas
Los estudiantes | paralelas,
interiorizan de | didmetro y
mejor manera los | longitud de una
conceptos de | circunferencia,
manera entre otros.
interactiva. (radio,
diametro, La conexion a
perimetro y | internet, ya que el
circunferencia) video se
encontraba alli.

4.4 ACTIVIDAD 4. DESARROLLO DE LA GUIA “CIRCUNFERENCIA Y SOLO”.

Con esta actividad se persiguen los siguientes objetivos: 1) hallar la razén
existente entre la longitud de una circunferencia y su diametro llamada namero pi

(m). 2) Identificar los elementos de una circunferencia. 3) Realizar conversiones de
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grados a radianes y viceversa. 4) Promover el desarrollo de los procesos de

descripcion, definicion y demostracion.

Situaciéon 1. Longitud de la circunferencia. En esta parte no se hace uso del
software, los estudiantes deben hallar los elementos que se solicitan para medir la
longitud de una circunferencia. Uno de los objetivos del problema planteado es
crear la necesidad de aprender conceptos nuevos que les ayuden en la solucién
de estas situaciones. En este caso, el docente orienta a los estudiantes para que
comprendan que las medidas encontradas mediante instrumentos de medicion,
como regla y compas no son exactas, y que cuando se usa el software a pesar de

lograr precision se requieren de justificaciones tedricas (Ver anexo 4).

En la figura 8 se muestra una imagen del analisis que realizan los estudiantes

para hallar la razon entre la longitud de la circunferencia y su diametro. (ACT 4).

Figura 8. Imagen tomada del anexo (CIRCUNFERENCIA Y SOLO, Pag. 9,

act 4)
' ‘|
|
Paso 1. Paso 2.
i L 31,41 am
gore R — RN o i 1
( 10cm
Paso 3. Paso 4.

Fuente: Hipertexto Santillana. Matematicas 9. Pag. 235
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DESCRIPCION: En esta actividad los estudiantes identifican los elementos

geomeétricos como lo son el diametro y longitud de la circunferencia.

DEFINICION: Los estudiantes no podran encontrar la solucién a los problemas
planteados si no conocen el concepto de longitud y diametro, o si a pesar de
conocerlas no saben como utilizarlas. La necesidad de encontrar solucion a los
problemas planteados los llevara a buscar relaciones que les permitan plantear
respuestas, en este caso, estas pueden darse mediante la utilizacién de la razén

entre longitud de una circunferencia y su diametro.

DEMOSTRACION: Mediante esta actividad los estudiantes comprueban que se

, L . . ~ . .
cumple la razon - =T, para diferentes radios y tamanos de circunferencias.

Situacion 2. Conversion de grados a radianes y de radianes a grados con el
programa Geogebra. Con esta actividad se pretende introducir a los estudiantes
al sistema radial mediante la exploracion de las medidas de angulos. Los jovenes
identifican la relacion existente entre los valores. Por ejemplo 2w rad = 360°y a
través de esta obtienen los demas valores de angulos mediante una regla de tres

simple.

En la figura 9 se muestra una imagen de la plantilla que trabajaran los estudiantes
(ACT 4).
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Figura 9. Imagen del archivo (act 4) “CONVERSION DE GRADOS A
RADIANES Y VICEVERSA”.

- C | D
ARCO.  RADIO. | Gradosen. Anguige.. &
1.00 0.8 124 7oz

........

Arco=1.09

L= = = B = I T S U S T

o PPa71.02° B )
o Radio=0.88 10

Fuente: autores.

En el archivo mediante el arrastre del punto C, los estudiantes pueden visualizar la

variacion del Angulo «BAC.
A continuacién se describe el proceso llevado a cabo con el problema 2:

DESCRIPCION: Cada estudiante instala el programa Geogebra en sus
computadores para realizar la respectiva actividad. Para esta actividad se
construyéo en el programa Geogebra una plantilla para que los estudiantes
resolvieran los ejercicios (Ver anexo 4). Esta plantilla consiste en una
circunferencia * donde los estudiantes pueden deslizar un punto sobre el borde de
esta. A partir de esta variacion del arco los alumnos identifican como a medida que
va creciendo la representacion del &ngulo en forma sexagesimal también lo hace
la representacion en radianes. Este ejercicio se realiza con el fin de que los

educandos comprendan la naturaleza de conversiones en el sistema radial y se

% Circunferencia con radio la unidad, normalmente con centro en el origen.
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familiaricen con el niumero = (pi) y su importancia en el estudio de las funciones

trigonométricas.

DEFINICION: Mediante la utilizacion de la aplicacion deslizador los estudiantes
pudieron describir la variacion del angulo dado en grados y radianes. Identificaron
que la longitud de arco depende explicitamente de la amplitud del angulo y no de
la longitud del radio.

El docente hace énfasis en que los estudiantes comprendan la relacion existente
entre los angulos en grados y su conversion a radianes. Para ello, en la plantilla se
utiliza el cuadro en Excel para que los jévenes observen la equivalencia de cada

uno, partiendo de la medida del angulo.

DEMOSTRACION: Los estudiantes explican y argumentan sus conjeturas y
demostraciones sobre la conversion de grados a radianes. La dependencia de la
longitud de arco por la amplitud del angulo y sobre la relacion existente entre

radianes y grados.

Tabla 5. Resumen aspectos “Circunferencia y Circulo”

ACTIVIDAD ASPECTOS ASPECTOS ASPECTOS A
POSITIVOS NEGATIVOS MEJORAR
Desarrollo de la | Los jovenes | Los estudiantes | Realizar una
guia comprueban los | presentaron actividad anterior
“circunferencia vy | resultados dificultades en la | a a la descrita. En

circulo”.

obtenidos en el
programa
Geogebra con los
de sus calculos
en el cuaderno.

Los estudiantes

comprension  de
gue el radian es
la medida del

arco que es igual
a la distancia del
radio, puesto que

se cambia el

esta actividad se
debe
longitud de una

hallar Ila

circunferencia

los
de
radio, diametro y

utilizando

conceptos
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logran paradigma de | longitud de

comprender la | linea recta del | circunferencia
conversion de | radio a una | para que los
grados a radianes | longitud de | jbvenes conozcan
y viceversa a | circunferencia la naturaleza del
través del método | llamada arco. namero m (pi)

grafico y el

método analitico.

45 ACTIVIDAD 5. DESARROLLO DE LA GUIA “RAZONES
TRIGONOMETRICAS”

Con esta actividad se persiguen los siguientes objetivos: 1) Identificar las razones
trigonométricas del triAngulo rectangulo. 2) Reconocer que el valor de las razones
trigonométricas de un triangulo depende de la amplitud de los &ngulos del
triangulo pero no depende de las longitudes de los lados. 3) Fomentar la reflexion
y la discusion sobre conceptos basicos de las razones trigonomeétricas. 4)

Promover el desarrollo de los procesos de descripcion, definicién y demostracion.

Con esta actividad se pretende introducir a los estudiantes a las razones
trigonométricas mediante la exploracion de las medidas de los lados y angulos de
un triangulo rectangulo. Se espera que identifiquen la dependencia de las razones

de los angulos y los valores de variacion de las razones.

En la figura 10 se muestra una imagen de la plantilla que trabajaran los
estudiantes (ACT 5).
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Figura 10 Imagen del archivo (act 5) “RAZONES TRIGONOMETRICAS”.

a=45° ’

L I
L

Fuente: autores.

En el archivo mediante el arrastre del punto «, los estudiantes pueden visualizar la
variacion del angulo «BAC, lados del tridngulo y la variacion de las razones
trigopnométricas. Con el arrastre del punto «, los estudiantes pueden visualizar la
variacion de los lados del triangulo y que los valores de los angulos y de las

razones permanecen invariantes, visualizan ademas, triangulos semejantes.
A continuacién se describe cada proceso de la actividad 5:

DESCRIPCION: Mediante la utilizacion del arrastre en la plantilla ACT 5 los
estudiantes pueden describir la variacion de las razones trigonométricas, de los
angulos, visualizan que las razones dependen de la amplitud de los angulos del
triangulo, pero no depende de las longitudes de sus lados. Asi mismo pueden
observar y describir que dos razones varian entre cero y uno; otras dos entre cero

e infinito; y las otras dos entre uno e infinito (Ver anexo 5).
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DEFINICION: Los estudiantes reconocen las razones trigonométricas como

cocientes entre los lados del triAngulo rectangulo asi: en el triAngulo ABC se

AB AB BC BC AC

establecen las razones —,—,—,—,— y
BC AC AC AB AB

AC
BC’

Figura 11. Imagen del archivo (act 5) “RAZONES TRIGONOMETRICAS”.

Fuente: autores.

DEMOSTRACION: Mediante esta actividad, las variaciones de las razones y los

valores entre los que varia cada una, seran susceptibles de demostrar, ya sea con

ejemplos encontrados en la pantalla o mediante razonamientos matematicos.

Tabla 6. Resumen aspectos “Razones Trigonométricas”
ACTIVIDAD ASPECTOS ASPECTOS ASPECTOS A
POSITIVOS NEGATIVOS MEJORAR
Desarrollo de la | *Los estudiantes | Los estudiantes | Realizar una
guia “‘Razones | comprueban la | tienen problemas | breve
trigonométricas” naturaleza y el |en el manejo de | introduccion de
porqué de las | escalas. En | algunos
razones algunos comandos
trigonométricas. problemas se | basicos del
necesitaba programa
*Comprenden manejar una | Geogebra. Los
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que la distancia
de

un punto de la

los catetos a

circunferencia

depende de la

variacion del
angulo.

*Utilizan el
programa
Geogebra
intentando dar

solucion a cada
de

problemas

uno los
planteando
conjeturas  para
posibles

soluciones.

escala para
analizar en el
programa

Geogebra y asi
hallar el angulo
de inclinacion.

En vista de esto

es necesario
recordar a los
estudiantes la
ecuacion de la
pendiente, para
que utilicen
cualquier  punto
de recta y asi
identifiquen el
angulo de
inclinacion.
Algunos
estudiantes que
no han podido

ingresar a la
plataforma, se
desvian del tema
ingresando a las

redes sociales.

estudiantes

tienen la idea de
como resolver los
problemas e

inclusive algunos

realizan sSus
calculos con
lapiz, hoja y

calculadora, pero

les cuesta
identificar esta
soluciéon en la
plantilla

elaborada en el

programa.
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4.6 ACTIVIDAD 6. CONSTRUCCION DE LA GRAFICA DE LA FUNCION
SEN(X).

Con esta actividad se persiguen los siguientes objetivos: 1) Conocer las diferentes
aplicaciones de la funcion sen(x). 2) Construir la funcién sen(x) en el software
Geogebra. 3) Identificar los elementos que hacen posible la construccion de la
funcién sen(x). 4) Determinar los elementos amplitud, periodo, fase y constante de
fase partiendo de su grafica. 5) Determinar las transformaciones de la funcién
sen(x) partiendo de su estructura. 6) Fomentar la reflexion y la discusion sobre
conceptos basicos de las funciones trigonométricas. 7) Promover el desarrollo de

los procesos de descripcion, definicion y demostracion.

Situacion 1. Aplicaciones de la funcién sen(x). Con esta actividad se definen
algunas aplicaciones de la funcién sen(x), haciendo énfasis en la importancia que
tiene para la resolucion de problemas, estudio de fendmenos, avances en

tecnologia y demas ciencias (Ver anexo 6).
A continuacién se muestran los resultados obtenidos para este proceso.

DESCRIPCION: En esta actividad los estudiantes describen las aplicaciones de la
funcién sen(x). Una de estas aplicaciones describe como se evidencia la funciéon
sen(x) en el estudio de las ondas de radio. Para esto en el archivo (Funcién
trigonométrica sen(x), anexo 6), se han dejado un par de direcciones de internet
para que el educando busque la informacién alli. Asi los jovenes identifican

rapidamente las aplicaciones de esta funcion.

DEFINICION: Los estudiantes explican y argumentan sus conjeturas acerca de las
aplicaciones de la funcién sen(x). La actividad permite a los jovenes compartir con

sus comparieros los usos que le ha dado el hombre a la funcién sen(x).

DEMOSTRACION: Con esta actividad los estudiantes todavia no realizan

demostraciones.
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Situacion 2: Construccion de la funcion sen(x) en el programa Geogebra. En
esta actividad se hace el uso del software Geogebra. A los estudiantes se les hace
una introduccion acerca de las herramientas que posee este software; para ello se
realiz6 un paso a paso, donde pueden observar la secuencia para realizar la

construccion de la funcién sen(x) (Ver anexo 6).
A continuacién se muestran los resultados obtenidos para este proceso.

DESCRIPCION: Describen los elementos geométricos presentes en la
construccion. Describen los variantes e invariantes geomeétricos y numeéricos.
Describen la variacion de los valores vy los signos de la funcién sen(x) para
diferentes angulos. Describen el cambio de los valores y signos de la funcion,
basados en las fluctuaciones que esta tiene a medida que el cateto opuesto al

angulo varia desde un punto maximo en 1 a un punto minimo en -1.

DEFINICION: En esta actividad los estudiantes evidencian los elementos que
hacen posible la construccion de la funciéon sen(x). Mediante esta actividad los
jovenes aplicaron los conceptos previos acerca de las razones trigonométricas y

como a partir de estas se construyen las funciones trigopnométricas.

DEMOSTRACION: Los estudiantes deben demostrar la relacion existente entre la
variacion del angulo barrido y la longitud del arco de circunferencia. A partir de la
deduccidon formal explican como se forma la funcion sen(x) partiendo de la
variacion de la longitud del cateto opuesto y la proyeccién de la longitud del arco

en el eje de las x, en este caso puntos en radianes.
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Figura 12. Imagen tomada del anexo (FUNCION TRIGONOMETRICA
SEN(X), Pag. 9, act 2) “CONSTRUCCION DE LA FUNCION SEN(X) EN EL
PROGRAMA GEOGEBRA”.
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Situacion 2.1. Construccién de la funcion sen(x) en papel milimetrado. En
esta actividad no se hace el uso del software Geogebra. A los estudiantes se les
hace una introduccién acerca de las herramientas a utilizar para realizar la grafica
de la funcién sen(x) (transportador, compas, y papel milimetrado); para ello el
docente realiza el grafico en el tablero explicando a los estudiantes los pasos a

seqguir.
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Figura 13 “CONSTRUCCION DE LA FUNCION SEN(X) EN EL TABLERO”.

Fuente: autores.

DESCRIPCION: El propdsito de esté problema consistia en construir la funcion
trigonométrica sen(x). La construccion se realiza por medio de papel milimetrado,
regla, transportador y corddn. Para lograr esta reproduccién el docente realiza la
grafica en el tablero. Explica los pasos a seguir a medida que los estudiantes van
realizando la reproduccién, para ello se construye la gréafica partiendo de una recta
horizontal y una circunferencia en un extremo del tablero. Posteriormente se
realiza la division de la circunferencia en angulos de medida 30°. Se trazan rectas
horizontales a cada uno de los puntos de la circunferencia donde se marcaron los
angulos. Teniendo este constructo grafico ahora soélo faltaba graficar la funcion. Se
utiliza el cordén para medir el arco de circunferencia de cada angulo. Luego se
estira el cordén en forma de linea recta y se ubica el punto correspondiente a
cada angulo con su paralela. Para finalizar se unen los puntos Yy se obtiene la

funcién sen(x).

DEFINICION: La actividad permite que los estudiantes argumenten y expliquen el
proceso para construir la funcién sen(x). A partir de esto los estudiantes identifican
los elementos que hacen posible esta construccion. Observan como el cateto
opuesto varia dependiendo de la abertura del angulo. Evidencian la relacién

existente entre el &ngulo, cateto opuesto y la longitud de arco. Observan que la
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longitud del cateto opuesto determina la sucesion de puntos en el eje y (amplitud)

y la proyeccion del arco como la longitud de corrimiento de la funcion en el eje x.

Figura 14. Construccion de la funcion sen(x).

Fuente: estudiantes.

DEMOSTRACION: Los estudiantes explican y argumentan sus conjeturas y
demostraciones sobre las variaciones del cateto opuesto cuando varia el angulo.
Comprueban la relacién existente entre el arco, angulo y radio, por medio de la
ecuacion s = fr. Con esta ecuacion determinan mas precisamente la longitud de
arco a diferencia del método del cordon. Pero para lograr este manejo de ecuacion
hacen uso de sus preconceptos acerca de la conversion de grados a radianes,

para asi determinar la longitud de arco de la circunferencia respectiva al &ngulo.
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Figura 15. Construccion de la funcion sen(x) con sus respectivos

Fuente: estudiantes.

radianes.

A continuacion, presentamos los aspectos positivos, negativos y a mejorar en

la actividad.

Tabla 7. Resumen aspectos “construccion de la grafica de la funcion

sen(x)”
ACTIVIDAD ASPECTOS ASPECTOS ASPECTOS A
POSITIVOS NEGATIVOS MEJORAR
Construccion de | *Los estudiantes | *Los estudiantes | *Realizar una
la grafica de la |logran realizar la | presentaron breve

funcién Sen(x).

gradfica de la
funcion sen(x).
*Comprueban
los

que al unir

puntos de cada
segmento de arco
en las paralelas al
eje de las x se
forma una curva

llamada funcidén

dificultades en el
manejo de la
longitud de arco
al desplazarla a
las rectas

paralelas al eje x.

*Poseian
dificultades para
comprender que

introduccion de la
ecuacion del arco
s =0r. Esto con
el fin de que los
jovenes

identifiquen  que
esta longitud esta
asociada con la
construccion de la

funcion sen(x)
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sen(x). esta longitud de | sobre el eje x.
*Los jovenes se |arco que @ se
motivan al | trasladaba a las
trabajar de forma | rectas paralelas
practica. tiene también un
Manipulan los | valor en radianes.
elementos para

construir las

gréficas y

constantemente

participan,

realizando

preguntas  ante

las dudas que

presentaban.

Situacion 3. Elementos de la funcidon sen(x). En esta actividad se hace uso del
software Geogebra para determinar los elementos de la funcidén sen(x). Para esto
se cre6 un archivo (Ver anexo 6), donde los estudiantes encontraran cuatro
graficas diferentes. En estas graficas determinaran los elementos que pertenecen
a cada una de ellas. Estos elementos son amplitud, periodo, fase y constante de

fase.

DESCRIPCION: Describen los elementos geométricos presentes en las funciones:
comprension y alargamiento, amplitud, periodo y desfase o desplazamiento de

fase. Describen los variantes e invariantes geométricos y numeéricos.

DEFINICION: La actividad permite que los estudiantes asocien formas y realicen
conjeturas. Por ejemplo; en la funcion F(x) = sen(2x + m) determinan que al

sumar la constante de fase m a la funcion original F(x) = sen(2x) la grafica de la
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funcién se corre una distancia de % hacia la derecha, por ende la grafica de la

funcion F(x) = sen(2x + m) en el punto 0 tiene como imagen -1.

Figura 16. Gréfica de la funcion F(x) = sen(2x + m) en el programa

Geogebra.

AR AN

Fuente: grafica de funcion sen(x) realizada en el programa Geogebra por un

estudiante.

DEMOSTRACION: Usan argumentos tedricos que les permiten encontrar
relaciones entre los diferentes conceptos (periodo, amplitud, fase y constante de

fase) y las gréficas de funciones.

Situacion 4. Graficas de la funcidén sen(x). En esta actividad se hace uso de
Geogebra para determinar cémo varia la funcién sen(x) dependiendo de su
estructura (Ver anexo 6). Los estudiantes identificaran que elementos hacen
posible que la funcion varie de determinada forma, entre estos la amplitud,

periodo, fase, constante de fase, comprension y alargamiento.

DESCRIPCION: Esta actividad consiste en que los estudiantes organizados en
grupos grafiquen unas funciones e identifiquen sus elementos y sus variaciones
con respecto a otras. Los educandos realizan las graficas en el software Geogebra
y pasan a explicarles a sus demas comparieros de clase como se comportaban el

grupo de funciones que les correspondia graficar. A su vez los demas grupos
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realizan este trabajo con grupos de funciones diferentes y pasan a socializar.
Describen los elementos geométricos presentes en las funciones: comprension y
alargamiento, amplitud, periodo y desfase o0 desplazamiento de fase. Describen

los variantes e invariantes geomeétricos y numéricos.

DEFINICION: La actividad permite que los estudiantes observen como varian las
funciones partiendo de su estructura. Por ejemplo, si aumenta o disminuye la

amplitud de determinada funcion.

Figura 17. Tomado del anexo (FUNCION TRIGONOMETRICA SEN(X), Pag.
14) Variacion de funciones por medio del programa Geogebra sen(x),

2sen(x)...
d f(x)=sen(x)
g(x)=2sen(x)
a h(x)=3sen(x
p(x)=4sen

T T T T T
2 -2 -3ni2 ™2 2 2m amiz iz

Fuente: autores.

Los estudiantes observan que al incrementar o disminuir el valor de la amplitud la

funcién varia respecto al eje y.

Por ejemplo, al multiplicar una constante a la fase (x), el periodo de la funcion
varia. Si esta constante es mayor que 1 la funcion sen(x) se comprimiria
disminuyendo su periodo y cuando esta constante es mayor que cero y menor que

1, la funcion sen(x) se alargaria aumentando su periodo.
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Figura 18. Tomado del anexo (FUNCION TRIGONOMETRICA SEN(X), Pag.
14) Variacion de funciones por medio del programa Geogebra: sen X, sen
2x, sen 3X...

P(x)=sen(4x)
H(x)=sen(3x)

G'(x)=sen(2x)
F(x)=sen(x)

R

Para la funcién y = sen (2x) el periodo es el siguiente 27" = . Porque T = 2,

Fuente: autores.

entonces al dividir 27 entre el coeficiente de "x", entonces:

T=—=m.
2

DEMOSTRACION: Encuentran y demuestran que la funcion sen(x) tiene infinitas
posibilidades. La funcion sen(x) depende de muchas variantes e invariantes y
cada uno de los elementos que la componen altera la estructura de la misma. Los
estudiantes logran identificar en que aspecto cambia una funcién si se varia

determinado elemento.

4.7 ACTIVIDAD 7. CONSTRUCCION DE LA GRAFICA DE LA FUNCION
COS(X).

Con esta actividad se persiguen los siguientes objetivos: 1) Conocer las diferentes

aplicaciones de la funcién cos(x). 2) Construir la funcién cos(x) en el software
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Geogebra. 3) Identificar los elementos que hacen posible la construccién de la
funcién cos(x). 4) Determinar los elementos amplitud, periodo, fase y constante de
fase partiendo de su grafica. 5) Determinar las transformaciones de la funciéon
cos(x) partiendo de su estructura. 6) Fomentar la reflexion y la discusion sobre
conceptos basicos de las funciones trigopnométricas. 7) Promover el desarrollo de

los procesos de descripcion, definicion y demostracion.

Situacion 1: Aplicaciones de la funcion cos(x). Con esta actividad se definen
algunas aplicaciones de la funcién cos(x), haciendo énfasis en la importancia que
tiene para la resolucion de problemas, estudio de fendémenos, avances en

tecnologia y demas ciencias (Ver anexo 7).
A continuacién se muestran los resultados obtenidos para este proceso.

DESCRIPCION: En esta actividad los estudiantes describen las aplicaciones de la
funcion cos(x). Una de estas aplicaciones describe como se evidencia la funcién
cos(x) en el estudio del movimiento arménico simple. Para esto en el archivo
(Funcion trigonométrica cos(x), anexo 7), se han dejado un par de direcciones de
internet para que el joven busque la informacion alli. Asi los educandos identifican

rapidamente las aplicaciones de esta funcion.

DEFINICION: Los estudiantes explican y argumentan sus conjeturas acerca de las
aplicaciones de la funcion cos(x). La actividad permite la interaccion y el debate

entre los alumnos sobre los usos que le ha dado el hombre a esta funcién.
DEMOSTRACION: En esta actividad todavia no se realizan demostraciones.

Situacién 2: Construccion de la funcidon cos(x) en el programa Geogebra. En
esta actividad se hace el uso del software Geogebra. Se hace una introduccion
acerca de las herramientas que posee este software; para ello se realizdé un paso
a paso donde se pudo observar la secuencia para realizar la construccion de la

funcién cos(x) (Ver anexo 7).
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A continuaciéon se muestran los resultados obtenidos para este proceso.

DESCRIPCION: Describen los elementos geométricos presentes en la
construccion. Describen los variantes e invariantes geométricos y numeéricos.
Describen la variacion de los valores vy los signos de la funcion cos(x) para
diferentes angulos. Describen el cambio de los valores y signos de la funcion,
basados en las fluctuaciones que esta tiene a medida que el cateto adyacente al

angulo varia desde un punto méaximo en 1 a un punto minimo en -1.

DEFINICION: En esta actividad los estudiantes evidencian los elementos que
hacen posible la construccion de la funcion cos(x). Mediante esta actividad los
jovenes aplicaron los conceptos previos acerca de las razones trigonométricas y

como a partir de estas se construyen las funciones trigopnométricas.

DEMOSTRACION: Los estudiantes deben demostrar la relacion existente entre la
variacion del angulo barrido y la longitud del arco de circunferencia. A partir de la
deduccién formal explican cémo se forma la funcidon cos(x) partiendo de la
variacion de la longitud del cateto adyacente y la proyeccién de la longitud del arco

en el eje de las x, en este caso puntos en radianes.
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Figura 19. Imagen tomada del anexo (FUNCION TRIGONOMETRICA
COS(X), Pag. 11, act 2) “CONSTRUCCION DE LA FUNCION COS(X) EN EL

PROGRAMA GEOGEBRA”.
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Fuente: autores.

Situacion 2.1. Construccién de la funcion cos(x) en papel milimetrado. En
esta actividad no se hace el uso del software Geogebra. A los estudiantes se les
hace una introduccién acerca de las herramientas a utilizar para realizar la grafica
de la funcion sen(x) (transportador, compas, y papel milimetrado; para ello el
docente realiza el grafico en el tablero explicando a los estudiantes los pasos a

seqguir.

DESCRIPCION: El prop6sito de esta actividad consistia en construir la funcion
trigopnométrica cos(x). Para la construccion de esta funcién se realiza el mismo
procedimiento que para la funcion sen(x). La diferencia consiste en que la funcion
cos(x) no inicia en el punto cero (0,0). En este caso la funcion inicia en el punto
(0,1). En este punto es donde los estudiantes tuvieron su mayor confusién, puesto

gue no comprendian el por qué la funcion iniciaba en este punto.

DEFINICION: La actividad permite que los estudiantes argumenten y expliquen el

proceso para construir la funcion cos(x). A partir de esto los estudiantes identifican
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los elementos que hacen posible esta construccion. Observan como el cateto
adyacente varia dependiendo de la abertura del angulo. Evidencian la relacion
existente entre el angulo, cateto adyacente y la longitud de arco. Observan que la
longitud del cateto adyacente determina la sucesion de puntos en el eje y
(amplitud) y la proyeccion del arco como la longitud de corrimiento de la funcién en

el eje x.

Figura 20. Construccion de la funcion cos(x).

Fuente: estudiantes.

DEMOSTRACION: Los estudiantes explican y argumentan sus conjeturas Y
demostraciones sobre las variaciones del cateto adyacente cuando varia el
angulo. Comprueban la relacién existente entre el arco, angulo y radio, por medio
de la ecuacién s =6r. Con esta ecuacidon los estudiantes determinan mas
precisamente la longitud de arco a diferencia del método del corddn. Pero para

lograr este manejo de ecuacion los estudiantes hacen uso de sus preconceptos
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acerca de la conversion de grados a radianes, para asi determinar la longitud de

arco de la circunferencia respectiva al angulo.

Figura 21. Construccion de la funcidon cos(x) con sus respectivos radianes.

Fuente: estudiantes.

Tabla 8. Resumen aspectos “construccion de la grafica de la funciéon Cos(x)”

ACTIVIDAD ASPECTOS ASPECTOS ASPECTOS A

POSITIVOS NEGATIVOS MEJORAR
Construccion de | *Los estudiantes | *Los estudiantes | *Realizar una
la grafica de la | logran realizar la | presentaron breve

funcion Cos(x).

grafica de la

funcién cos(x).

*Comprueban
que al unir los
puntos de cada

segmento de arco
en las paralelas al
eje de las x se
forma una curva
llamada funcion

cos(Xx).

dificultades en el

momento de
empezar a
construir la

funcién cos(x). No
recordaban que
en el punto (1,0)
la longitud del
cateto adyacente
que describe la
razon cos(x) vale

uno (1); la cual se

introduccién de la
razon
trigonométrica
cos(x). Para que
los  estudiantes
identifiquen la
medida de este
en la construccion

de su funcion.
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traslada al eje
*Los jovenes se | vertical para
motivan al | iniciar a construir
trabajar de forma | la funcion desde
practica. el punto (0,1).
Manipulan los
elementos para
construir las
gréficas y
constantemente
participan,
realizando
preguntas  ante
las dudas que
presentaban.

Situacion 3. Elementos de la funcién cos(x). En esta actividad se hace uso del
software Geogebra para determinar los elementos de la funcién cos(x). Para esto
se cre6 un archivo (Ver anexo 7), donde los estudiantes encontraran cuatro
graficas diferentes. En estas gréficas determinaran los elementos que pertenecen
a cada una de ellas. Estos elementos son amplitud, periodo, fase y constante de

fase.

DESCRIPCION: Describen los elementos geométricos presentes en las funciones:
comprension y alargamiento, amplitud, periodo y desfase o0 desplazamiento de

fase. Describen los variantes e invariantes geométricos y numeéricos.

DEFINICION: La actividad permite que los estudiantes asocien formas y realicen

conjeturas. Por ejemplo; en la funcién F x =1+ cos x+% determinan que al

T
remplazar x = -7 el resultado es:
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™ T i
Fx =1+cos _Z+Z Remplazoxz—z
F x =14 cos 0 elargumento de la funcidon esiguala 0
Fx =141 Elcos 0 =1

Tt
F x = 2 por ende cuando x = — 7 la funcién toma un valor de 2.

Una vez obteniendo este punto como referencia los jévenes contindan
remplazando valores y construyendo asi la grafica de esta funcién; determinando

los elementos que la componen.

Figura 22. Graficade la funcién cos(x) F x =1+ cos x +§ en el

programa Geogebra.

. . v 7 . T .
-7 T2 [u] ™2 i anmi2 2

Fuente: grafica de funcion cos(x) realizada en el programa Geogebra por parte

de un estudiante.

DEMOSTRACION: Usan argumentos tedricos que les permiten encontrar
relaciones entre los diferentes conceptos (periodo, amplitud, fase y constante de

fase) y las gréficas de funciones.

Situacion 4. Graficas de funcidon cos(x). En esta actividad se hace uso del

software Geogebra para determinar como varia la funcién cos(x) (Ver anexo 7).
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Los estudiantes identificaran que elementos hacen posible que la funcién varie de
determinada forma, entre estos la amplitud, periodo, fase, constante de fase,

comprension y alargamiento.

DESCRIPCION: Esta actividad se conforman grupos y proceden a graficar un
grupo de funciones e identifiquen sus elementos Yy sus variaciones con respecto a
otras aplicaciones. Se realizan las gréficas en el software Geogebra y se procede
a socializar como se comportaban el grupo de funciones que les correspondia
graficar. A su vez los demas grupos realizan este trabajo con funciones diferentes
y pasan a exponer a sus comparferos. Describen los elementos geométricos
presentes en las funciones: comprension y alargamiento, amplitud, periodo y
desfase 0 desplazamiento de fase. Describen los variantes e invariantes

geoméetricos y numéericos.

DEFINICION: La actividad permite que los estudiantes observen como varian las
funciones partiendo de su estructura. Por ejemplo, si aumenta o disminuye la

amplitud de determinada funcion.

84



Figura 23. Tomado del anexo (FUNCION TRIGONOMETRICA COS(X), Pag.
16) Variacion de funciones por medio del programa Geogebra cos(x),
2cos(x)...

y=cos(x)

y=2cos(x)
y=3cos(x)
y=4cos(x%

Fuente: autores.
Los estudiantes observan que al incrementar o disminuir el valor de la amplitud la

funcion varia respecto al eje y.

Por ejemplo, al multiplicar una constante a la fase (x), el periodo de la funcién
varia. Si esta constante es mayor que 1 la funcidn cos(x) se comprimiria
disminuyendo su periodo y cuando esta constante es mayor que cero y menor que

1, la funcién cos(x) se alargaria aumentando su periodo.
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Figura 24. Tomado del anexo (FUNCION TRIGONOMETRICA COS(X), Pag.
15) Variacion de funciones por medio del programa Geogebra: cos x, cos
2x, cos 3X...

y=cos(3X)
y=Cc0S(2X)
2 y=co0s(X)

OB

Fuente: autores.

o

., . . . 2
Para la funcién y = cos (2x) el periodo es el siguiente 7" = . Porque T =2,
entonces al dividir 2w entre el coeficiente de "x", entonces:

T=—=m
2

DEMOSTRACION: Encuentran y demuestran que la funcién cos(x) tiene infinitas
posibilidades. La funcion cos(x) depende de muchas variantes e invariantes y cada
uno de los elementos que la componen altera la estructura de la misma. Los
estudiantes logran identificar en que aspecto cambia una funcion si se varia

determinado elemento.

4.8 ACTIVIDAD 8. CONSTRUCCION DE LA GRAFICA DE LA FUNCION
TAN(X).

Con esta actividad se persiguen los siguientes objetivos: 1) Conocer las diferentes
aplicaciones de la funcién tan(x). 2) Construir la funcion tan(x) en el software
Geogebra. 3) Identificar los elementos que hacen posible la construccién de la

funcion tan(x). 4) Determinar los elementos amplitud, periodo, fase y constante de
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fase partiendo de su grafica. 5) Determinar las transformaciones de la funcién
tan(x) partiendo de su estructura. 6) Fomentar la reflexién y la discusion sobre
conceptos basicos de las funciones trigonométricas. 7) Promover el desarrollo de

los procesos de descripcion, definicion y demostracion.

Situacion 1. Aplicaciones de la funcién tan(x). Con esta actividad se definen
algunas aplicaciones de la funcién tan(x), haciendo énfasis en la importancia que
tiene para la resolucion de problemas, estudio de fendmenos, avances en

tecnologia y demés ciencias (Ver anexo 8).
A continuacion se muestran los resultados obtenidos para este proceso.

DESCRIPCION: En esta actividad los estudiantes describen las aplicaciones de la
funcién tan(x). Para esto en el archivo (Funcién trigonométrica tan(x), pag. 2), se
han dejado una direccion de internet para que el estudiante busque la informacion

alli. Asi los estudiantes identifican rapidamente las aplicaciones de esta funcion.

DEFINICION: Los estudiantes explican y argumentan sus conjeturas acerca de
las aplicaciones de la funcion tan(x). La actividad permite a los estudiantes

compartir con sus compafieros los usos que le ha dado el hombre a esta funcion.

DEMOSTRACION: Con esta actividad los estudiantes todavia no realizan

demostraciones.

Situacion 2: Construccion de la funcién tan(x) en el programa Geogebra. En
esta actividad se hace el uso del software Geogebra. A los estudiantes se les hace
una introduccion acerca de las herramientas que posee este software; para ello se
realiz6 un paso a paso, donde los estudiantes pueden observar la secuencia para

realizar la construccion de la funcién tan(x) (Ver anexo 8).
A continuacién se muestran los resultados obtenidos para este proceso.

DESCRIPCION: Describen los elementos geométricos presentes en la

construccion. Describen los variantes e invariantes geomeétricos y numeéricos.
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Describen la variacién de los valores vy los signos de la funcién tan(x) para
diferentes angulos. Describen el cambio de los valores y signos de la funcion,
basados en la proyeccion de la longitud de la hipotenusa que interseca la recta

tan(x) a la circunferencia.

DEFINICION: En esta actividad los estudiantes evidencian los elementos que
hacen posible la construccion de la funcién tan(x). Mediante esta actividad los
jovenes aplicaron los conceptos previos acerca de las razones trigonométricas y

como a partir de estas se construyen las funciones trigonométricas.

DEMOSTRACION: Los estudiantes deben demostrar la relacion existente entre la
variacion del &ngulo barrido y la proyeccion de la hipotenusa a la recta tan(x). A
partir de la deduccion formal explican como se forma la funcién tan(x). Los jévenes
nuevamente hacen uso de la conversion de grados a radianes para determinar el
valor correspondiente de determinado angulo en radianes y su imagen en el eje y.
Resuelto esto los alumnos argumentan que la funcidn y = tan x, tiene asintotas

verticales en los valores de x, donde la funcién no esta definida, es decir, para

3T

x =§,7,... en general, las rectas x ="2—" con n entero impar son asintotas

verticales para la funcion y = tan x.
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Figura 25. Imagen tomada del anexo (FUNCION TRIGONOMETRICA
TAN(X), Pag. 8, act 2) “CONSTRUCCION DE LA FUNCION TAN(X) EN EL
PROGRAMA GEOGEBRA”.
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Situacion 2.1. Construccion de la funcién tan(x) en papel milimetrado. En
esta actividad no se hace uso del software Geogebra. A los estudiantes se les
hace una introduccion acerca de las herramientas a utilizar para realizar la grafica
de la funcion tan(x) (transportador, compas, y papel milimetrado); para ello el
docente realiza el grafico en el tablero explicando a los estudiantes los pasos a

seqguir.
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Figura 26. “CONSTRUCCION DE LA FUNCION TAN(X) EN EL TABLERO?”.

Fuente: autores.

DESCRIPCION: el proposito de esta actividad consistia en construir la funcion
trigonométrica tan(x). Para la construccion de esta funcion se realiza el mismo
procedimiento que para la funcion sen(x) y cos(x). La diferencia consiste en que
para construir la funcion tan(x) se ha de trazar una recta tan(x) a la circunferencia
y perpendicular al eje x. Realizado esto los estudiantes se disponen a extrapolar la
medida de cada angulo con una recta hasta donde interseca con la recta tan(x).
Se obtienen los puntos y se trazan rectas paralelas al eje x en los cuales se traza

la funcion.

DEFINICION: La actividad permite que los estudiantes argumenten y expliquen el
proceso para construir la funcién tan(x). A partir de esto los estudiantes identifican
los elementos que hacen posible esta construccién. Observan como la proyeccion
de la hipotenusa a la recta tan(x) varia dependiendo de la abertura del angulo.

90



Figura 27. Construccion de la funcion tan(x).

Fuente: estudiantes.

DEMOSTRACION: Los estudiantes explican y argumentan sus conjeturas

demostraciones sobre las variaciones del segmento de recta que se proyecta

desde la hipotenusa hasta intersecarse con la recta tan(x) a la circunferencia.

Partiendo de este analisis los estudiantes determinan que para valores de la forma

x = = con n entero impar la funcion no esta definida.

Figura 28. Construccion de la funcion tan(x) con sus respectivos radianes.

Fuente: estudiantes.
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Tabla 9. Resumen aspectos “construccion de la grafica de la funcion Tan(x)”

ACTIVIDAD ASPECTOS ASPECTOS ASPECTOS A

POSITIVOS NEGATIVOS MEJORAR
Construccién de | *Los estudiantes | *Los estudiantes | *Realizar una
la grafica de la|logran realizar la | presentaron breve

funcién Tan(x).

gridfica de la

funcion tan(x).

*Comprueban

gue al unir los

puntos de cada
segmento de arco
en las paralelas al
eje de las x se
forma una curva
llamada funcion

tan(x).

*Los jovenes se
motivan al

trabajar de forma

practica.
Manipulan los
elementos para
construir las
graficas y
constantemente
participan,
realizando

dificultades en el

momento de
empezar a
construir la

funcion tan(x).
Les costaba
trabajo extrapolar
la medida de los
de

que

segmentos
recta

describen a cada
angulo hasta la

recta tan(x).

Al momento de
graficar no
comprendian la
forma y la

naturaleza de la

funcion tan(x).
Segun palabras
de los

estudiantes: “la

linea se pierde en

introduccién
sobre el concepto
de recta tan(x) y

extrapolacion.

92




preguntas  ante | unas partes”.
las dudas que | Haciendo

presentaban. referencia a que
la  funcion es
continua en los

Reales menos en

Ttk .
2

Situacion 3. Elementos de la funcion tan(x). En esta actividad se hace uso del
software Geogebra para determinar los elementos de la funcién tan(x). Para esto
se cre6 un archivo (Ver anexo 8), donde los estudiantes encontraran cuatro
gréficas diferentes. En estas graficas determinaran los elementos que pertenecen
a cada una de ellas. Estos elementos son amplitud, periodo, fase y constante de
fase.

DESCRIPCION: Describen los elementos geométricos presentes en las funciones:
comprension y alargamiento, amplitud, periodo y desfase o desplazamiento de

fase. Describen los variantes e invariantes geomeétricos y numéricos.
DEFINICION: La actividad permite que los estudiantes asocien formas y realicen

. . . 2 1 .
conjeturas. Por ejemplo; en la funcion F x =Etan§ determinan que al

remplazar x = 90°, el resultado es:

F —1t 90°
X =3 an

Remplazo x = 90°
1 . .
Fx = Etan 45° el argumento de la funcién es igual a 45°

1
F x =E*1 debido a que tan 45° =1
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1
Fx = 5 por ende cuando x = 90° la funcién toma un valor de >
s P e . 1
Como 90° =§, por esta razon en la grafica la imagen de g es -. Una vez

obteniendo este punto como referencia los jévenes continlan remplazando valores
y construyendo asi la gréfica de esta funcion; determinando los elementos que la

componen.

Figura 29. Grafica de lafuncién tan(x) F x = %tan g en el programa

Geogebra.

. . T .
™2 ™ ami2 2m

Fuente: gréfica de funcion tan(x) realizada en el programa Geogebra por un

estudiante.

DEMOSTRACION: Usan argumentos tedricos que les permiten encontrar
relaciones entre los diferentes conceptos (periodo, amplitud, fase y constante de

fase) y las gréficas de funciones.

Situacion 4. Gréficas de funcion tan(x). En esta actividad se hace uso del
software Geogebra para determinar cdmo varia la funcion tan(x) dependiendo de
su estructura (Ver anexo 8). Los estudiantes identificaran que elementos hacen
posible que la funcién varie de determinada forma, entre estos la amplitud,

periodo, fase, constante de fase, comprension y alargamiento.
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DESCRIPCION: Esta actividad consiste en que por grupos los estudiantes
grafiguen un grupo de funciones e identifiguen sus elementos y sus variaciones
con respecto a otras funciones. Los estudiantes realizan las graficas en el software
Geogebra y pasan a explicarles a sus demas compafieros de clase como se
comportaban el grupo de funciones que les correspondia graficar. A su vez los
demas grupos realizan este trabajo con grupos de funciones diferentes y pasan a
exponer a sus compaferos. Describen los elementos geométricos presentes en
las funciones: comprension y alargamiento, amplitud, periodo y desfase o
desplazamiento de fase. Describen los variantes e invariantes geométricos y

numeéricos.

DEFINICION: La actividad permite que los estudiantes observen como varian las
funciones partiendo de su estructura. Por ejemplo, si aumenta o disminuye la

amplitud de determinada funcion.

Figura 30. Tomado del anexo (FUNCION TRIGONOMETRICA TAN(X), Pag.
13) Variacion de funciones por medio del programa Geogebra tan(x),
2tan(x)...

a (x)=tan(x)
(x)=2tan(x
(x)=3tan(x
2] (x)=4tan(:

: T - - : : : - T :
21T -ami2 -7 -T2 o T2 ad ani2 2m

Fuente: autores.
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Los estudiantes observan que al incrementar o disminuir el valor de la amplitud la

funcion varia respecto al eje y.

Al multiplicar un valor de amplitud mayor que 1 la funcién tan(x) tiende a cerrarse
y tener la forma de una linea recta. Esto se debe a que la funcion se itera hasta tal
punto que pierde su forma curvilinea. Pero al multiplicar una variable que sea
mayor que 0 y menor que 1, la funcidn sera cada vez mas curvilinea con respecto

al eje x.

Por ejemplo, al multiplicar una constante a la fase (x), el periodo de la funcién
varia. Si esta constante es mayor que 1 la funcién tan(x) se comprimiria
disminuyendo su periodo y cuando esta constante es mayor que cero y menor que

1, la funcién tan(x) se alargaria incrementando su periodo.

Figura 31. Tomado del anexo (FUNCION TRIGONOMETRICA TAN(X), Pag.
15) Variacion de funciones por medio del programa Geogebra: tan x, tan
2x, tan x/2...

ami2 2

Fuente: autores.
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Para la funcion y = tan (2x) el periodo es el siguiente n/2. Porque T = m. Asi

mismo para la funcion y = tan g el periodo es 2 7.

DEMOSTRACION: Encuentran y demuestran que la funcion tan(x) tiene infinitas
posibilidades. La funcién tan(x) depende de muchas variantes e invariantes y cada
uno de los elementos que la componen altera la estructura de la misma. Los
estudiantes logran identificar en que aspecto cambia una funcion si se varia

determinado elemento.

En este proyecto se evidenciaron varios aspectos acerca de como los estudiantes
aprendian conceptos, reproducian graficos, que habilidades utilizaban y cuales

desarrollaban.

Las actividades se disefiaron e implementaron de forma sistemética con un orden
preestablecido, siguiendo la secuencia de la tematica de funciones trigopnométricas
planteada en la malla curricular de la Institucion Educativa Francisco Arango,
partiendo de conceptos previos, sistemas de representacion de angulos, razones
y funciones trigopnométricas. Siguiendo este orden se tomaron aspectos positivos,
negativos y a mejorar para futuras aplicaciones y crecimiento de la didactica en el

estudio de las funciones trigonométricas.
Entre los aspectos positivos tenemos los siguientes:

e Los estudiantes comprenden la importancia de la trigonometria en la
historia de la humanidad e identifican la importancia de esta area de las
matematicas en muchas otras disciplinas, bien sean tedricas y/o practicas.

e Logran conocer diferentes areas de aplicacibn que no conocian
anteriormente aumentando su vocabulario.

¢ Expresan de forma precisa y especifica en que partes de determinada area,
por ejemplo la ingenieria se puede aplicar la trigonometria.

¢ Visualizan, analizan y clasifican que implicaciones tiene la trigonometria en

la construccién de un puente, de un acueducto o de un edificio.
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Ademads, algunos jévenes logran identificar la longitud de un arco partiendo de la
grafica de la circunferencia goniometria. Construyen un concepto basico de la

unidad radian, como la longitud de circunferencia asociada al radio de esta.

Las razones trigonométricas son base fundamental para el estudio de las
funciones trigonométricas. En este aspecto los estudiantes identifican el triangulo
inscrito en el interior de la circunferencia con hipotenusa de radio 1. Relacionan la
dependencia de los catetos al angulo de abertura. Desarrollan los problemas que

en la guia se plantean con algunas dificultades.

Los estudiantes reproducen las funciones trigonométricas (sen(x), cos(x) y tan(x)).
Se guian de la construccidon y explicacion del docente para lograrlo. Toman en
cuenta los procedimientos, los conceptos previos y el manejo de materiales para
llevar a cabo la actividad. Una vez construyen la funcién sen(x) se les facilita
realizar la de funcion cos(x) y tan(x); aunque tienen dificultades porque una varia

de la otra dependiendo de su estructura.

Aspectos negativos: los estudiantes presentan dificultades en la organizacién de
sus ideas. Tienen la capacidad para redactar escritos, resolver conjeturas y
realizar distintas reproducciones, pero les cuesta darle una secuencia logica las
ideas que poseen. Presentan dificultades en el paso de grafica a ecuacion. En la
actividad de sistema radian de conversiones de grados a radianes, lograban
comprender de manera basica el concepto de radian; pero cuando realizaban las
conversiones de manera ecuacional les costaba llevar a cabo el procedimiento
matematico. Se realiza una breve explicacion de regla de 3 simple para que los

estudiantes lograran comprender la conversion de radianes a grados.

Las razones trigonométricas son base para la construccion de las funciones

trigonométricas. Identifican el triangulo rectangulo inscrito en la circunferencia con
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sus elementos (catetos e hipotenusa). Pero en la solucion de problemas los

estudiantes debian manejar escalas, en lo cual tuvieron dificultades.

Se les pedia a los estudiantes hallar el &ngulo de inclinacion para determinados
problemas. En vista de que a los estudiantes les costaba manejar las escalas, fue
necesario recordar a los estudiantes el manejo de la ecuacion de pendiente, para

que utilicen cualquier punto de recta y asi identifiquen el &ngulo de inclinacion.

En la construccion de la funcién sen(x) los estudiantes presentaron dificultades en
el manejo de la longitud de arco, al desplazarla a las rectas paralelas al eje x.
Poseian dificultades para comprender que esta longitud de arco que se trasladaba

a las rectas paralelas tiene también un valor en radianes.

Los estudiantes presentaron dificultades en el momento de empezar a construir la
funcion cos(x). No recordaban que en el punto (1,0) la longitud del cateto
adyacente que describe la razén cos(x) vale uno (1); la cual se traslada al eje

vertical para iniciar a construir la funcion desde el punto (0,1).

Los estudiantes presentaron dificultades en el momento de empezar a construir la
funcion tan(x). Les costaba trabajo extrapolar la medida de los segmentos de recta
que describen a cada angulo hasta la recta tan(x). Al momento de graficar no
comprendian la forma y la naturaleza de la funcién tan(x). Segun palabras de los

estudiantes: “la linea se pierde en unas partes”. Haciendo referencia a que la

funcion es continua en los Reales menos en §+ rk .

Aspectos a mejorar: Los aspectos a mejorar son las conexiones a internet,
redaccion, conceptos previos, construccién de conceptos y representacion grafica
y algebraica. Los estudiantes presentan problemas de redaccion, por eso es
importante que los estudiantes logren aclarar ideas y les puedan dar orden para
plasmarlas en sus escritos. Antes de realizar las actividades identificar los
conceptos previos necesarios para avanzar en la temética. Construccién de

conceptos partiendo del andlisis grafica y de ecuaciones. Es importante que los
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estudiantes aprendan a partir de la construccién de graficas, conversion de grados
a radianes Yy viceversa y solucion de problemas de triangulos rectangulos que los
estudiantes construyan sus propios conceptos, como los son radian, perimetro,
circunferencia, radio, arco, entre otros. La representacion gréfica y algebraica son
quiza los elementos mas importantes. A través de ellas los estudiantes a partir de
una ecuacion pueden deducir el angulo que se representaria graficamente
posteriormente; a su vez a partir de una grafica pueden identificar como seria la

ecuacion de una funcion sin necesidad de realizar operaciones algebraicas.
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5. ANALISIS GENERAL DE LOS NIVELES DE VAN HIELE EN CADA
ACTIVIDAD

En este capitulo presentamos el analisis de las actividades teniendo en cuenta los
niveles de Van Hiele, que ya fueron enunciados en un capitulo anterior; tenemos
en cuenta los niveles de visualizaciébn o reconocimiento, andlisis y por ultimo el

nivel de ordenacién o clasificacion.

5.1 ACTIVIDAD 1. HISTORIA DE LA TRIGONOMETRIA.

NIVEL 0: VISUALIZACION O RECONOCIMIENTO.

En este nivel los estudiantes identificaron elementos de la trigonometria que se
construyeron a través de la historia. En la presentacion “Historia, definicion y
campos de aplicacion de la trigonometria® lograron visualizar como en la
antigiedad se evidenciaban la trigonometria. Observaron que en las antiguas
piramides de Egipto, zigurat de la Mesopotamia, astrolabios, etc. existia una
constante. Esta constante es la trigonometria del triangulo rectangulo.

NIVEL 1: ANALISIS.

Identifican que para cada una de estas construcciones de la antigiiedad se tuvo
que utilizar herramientas basicas como un gnomon y un scaphe, reglas y
escuadras. Determinaron que los antiguos arquitectos e ingenieros debieron
haber utilizado herramientas matematicas para darle solucion a diversos

problemas de la vida cotidiana.

A continuacion se muestra el cuadro resumen de los niveles alcanzados por los

estudiantes durante la primera actividad.
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Tabla 10. Niveles de los estudiantes primera actividad.

ACTIVIDAD 1
ESTUDIANTE 0 [1 [2 |3
E1l X
E2 X
E3 X | X
E4 X
ES X | X
E6 X | X
E7 X | X
ES8 X
E9 X [ X
E10 X [ X
E1l X X

Durante el desarrollo de la primera actividad la mayoria de los estudiantes
alcanzaron los niveles 0 y 1. Evidenciaron el constructo histérico de la

trigonometria desde tiempos primitivos hasta la época moderna.

5.2 ACTIVIDAD 2. REVISION DE GUIA “DEFINICION Y CAMPOS DE
APLICACION DE LA TRIGONOMETRIA”.

NIVEL 0: VISUALIZACION O RECONOCIMIENTO.

Los estudiantes tienen la capacidad para visualizar los campos de accién de la
trigonometria. En fisica visualizan los diagramas de fuerza para darle solucion a
determinados problemas. En juegos de video observan como los técnicos e
ingenieros utilizan la trigonometria para representar procesos naturales y/o fisicos.
Se apoyan en sus experiencias para describir fendmenos fisicos como el billar
pool. Identifican que para llevar a cabo determinadas jugadas deben tener en
cuenta los angulos y triangulos correctos. En geografia identifican en los mapas
los paralelos y meridianos para definir sistemas de coordenadas. Observan que
existen aparatos electronicos que describen determinadas sefiales por medio de
funciones trigpnométricas, a lo cual los estudiantes llaman ondas. En construccién

visualizan los determinados elementos que utilizan los ingenieros para calcular la
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resistencia de materiales, en modelos geométricos utilizando las funciones

trigonomeétricas.

Figura 32. Aplicaciones de la trigonometria.

. \\*-:\:r.n'crt-:-

Fuente: estudiantes.

NIVEL 1: ANALISIS.

En este nivel los estudiantes logran identificar las posibilidades de la trigopnometria
en diversas areas del conocimiento. Especifican en que circunstancias en
determinados oficios y trabajos la trigonometria tiene lugar. Como lo son las
coordenadas en un mapa, diagramas de cuerpo libre en fisica, razones
trigopnométricas en la medida de angulos de inclinaciébn de construccion vy
funciones trigonométricas en estudios de fendmenos que se realizan a través de

aparatos electronicos.
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Figura 33. Aplicaciones de la trigonometria.
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Fuente: estudiantes.

A continuacion se muestra el cuadro resumen de los niveles alcanzados por los

estudiantes durante la segunda actividad.

Tablall. Niveles de los estudiantes segunda actividad.

ACTIVIDAD 2
1 12 |3

ESTUDIANTE
El
E2
E3
E4
ES
E6
E7
E8
E9
E10
E1ll

XXX XXX

XX XXX | XXX | X[ X|X|©

XXX
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Durante el desarrollo de la segunda actividad la mayoria de los estudiantes
alcanzaron los niveles 0 y 1. Determinaron las diversas aplicaciones que tiene la

trigonometria en diferentes areas del conocimiento.

5.3. ACTIVIDAD 3. OBSERVACION DEL VIDEO INTERACTIVO “COMO MIDIO
EL RADIO DE LA TIERRA ERATOSTENES”.

NIVEL 0: VISUALIZACION O RECONOCIMIENTO.

Los estudiantes observan el video: “Como Eratéstenes midio el radio de la Tierra”.
En este video los estudiantes identifican aspectos de la geometria basica.
Elementos tales como circunferencia, rectas verticales, radio, angulo, la razon
trigopnométrica tan(x), rectas paralelas, recta secante y angulos alternos —

internos.

Los estudiantes identificaron la circunferencia como: “es toda la linea que bordea a
la Tierra, es la forma de ella”. Identificaron esta forma basados en sus

experiencias con objetos de la vida cotidiana.

Identificaron las rectas verticales al imaginarse los rayos del sol que se reflejaban
en el fondo del pozo que se muestra en el video. Determinaron que los rayos del

sol a las 12 m. llegan a la Tierra de forma perpendicular a esta.

Los estudiantes aclararon ideas acerca del radio de una circunferencia. Puesto
gue en el video se evidenciaba el andlisis de Eratostenes, acerca de los rayos que
entran al pozo y llegan al centro de la Tierra, determinandose asi el radio de la

misma.

Los estudiantes reconocieron la importancia de la medida de los angulos en el
descubrimiento que realizo Eratéstenes. Visualizaron las dos posibles formas de
como Eratéstenes obtuvo la medida del angulo. Una de estas que supone

herramientas de medicion como el gnomon vy el scaphe que utilizados juntos
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arrojaba el valor en grados del &ngulo formado por la hipotenusa y la sombra del
obelisco. La otra posibilidad fue la razén entre los lados del triangulo alli formado y

la tabla de equivalencias utilizando la razon trigopnométrica tan(x).

Fueron dos posibles formas de como Eratostenes pudo medir aquel angulo que
necesitaba para continuar con su trabajo. Los estudiantes identificaron al angulo

como “la distancia en grados de dos lineas que se cruzan”.
NIVEL 1: ANALISIS.

En la descripcidn realizada por los estudiantes del video: “Coémo se midié por
primera vez la Tierra” lograron describir conceptos y propiedades de elementos

de la geometria y la trigopnometria.

a. Circunferencia: “es toda la linea que bordea a la Tierra, es la forma de ella”.
b. Radio: “distancia que hay de el centro de la circunferencia al borde de ella”.
c. Angulo: “la distancia en grados de dos lineas que se cruzan”.

d. Triangulo rectangulo:’Es un triangulo que tiene un angulo de 90 grados y la

suma de sus angulos es de 180 grados”.

Figura 34. Como midio6 el radio de la Tierra Eratostenes.

c;. = /
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Fuente: estudiantes.
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NIVEL 2: ORDENACION O CLASIFICACION.

Los jovenes se les dificultan describir el procedimiento geométrico y matematico
que realizo Eratostenes. Logran comprender algunos significados y definiciones.
Reconocen algunas propiedades, pero les cuesta realizar relaciones entre estas

propiedades y sus consecuencias.

Eratéstenes realiza una construccion geométrica trazando dos rectas paralelas,
una pasando por el pozo de la ciudad de Siena y otra pasando por el obelisco en
Alejandria. Los estudiantes logran identificar este paso facilmente puesto que
conocen el concepto de rectas paralelas. El siguiente paso que realiza
EratOstenes es trazar una recta secante desde la punta del obelisco hasta el
centro de la Tierra. Los estudiantes se preguntan ¢ Por qué Eratéstenes traza una
linea que no existe? ¢Qué es una recta secante? Los estudiantes no logran
entender la maquinaria geométrica que alli se encuentra para dar solucion a una
parte del problema. Para esto fue necesario detener el video y explicarles a los
estudiantes en que correspondia lo que alli estaba planteando Eratéstenes.

Para deducir el angulo formado por la hipotenusa que forma la sombra y el
obelisco y a su vez deducir el angulo formado por la ciudad de Siena hasta la
ciudad de Alejandria, EratOstenes utiliza el concepto de angulos alternos internos.
Los estudiantes no lograban asociar este concepto al angulo de 7,2 grados que

habia hallado Eratéstenes.
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Figura 35. Andlisis Como midi6 el radio de la Tierra Eratéstenes.
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Fuente: estudiantes.

Posteriormente los estudiantes continian observando el video pero no logran
asimilar lo que alli se plantea. Poseen dificultades para construir modelos
matematicos partiendo de un gréfico. Mas exactamente cuando en el video se

explica la escala que utilizaba Eratostenes mediante la longitud de los estadios.

A continuacion se muestra el cuadro resumen de los niveles alcanzados por los

estudiantes durante la tercera actividad.

Tabla 12. Niveles de los estudiantes tercera actividad.

ACTIVIDAD 3
ESTUDIANTE 0O |1 |2 |3
El X
E2 X | X
E3 X | X | X
E4 X | X | X
ES X | X
EG6 X | X
E7 X | X
ES8 X
E9 X | X | X
E10 X | X
E1ll X [ X [X
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Durante el desarrollo de la tercera actividad la mayoria de los estudiantes
alcanzaron los niveles 0 y 1. Algunos estudiantes alcanzaron el nivel 2
evidenciando una mejoria. Comprobaron el procedimiento matematico vy

geomeétrico realizado por Eratdstenes para la medicion del radio de la Tierra.

5.4 ACTIVIDAD 4. DESARROLLO DE LA GUIA “CIRCUNFERENCIA Y SOLO”.

NIVEL 0: VISUALIZACION O RECONOCIMIENTO.

En este nivel los estudiantes perciben la circunferencia como un todo, no
diferencian algunas de sus caracteristicas y propiedades. Las descripciones que
realizan del arco, diametro, radio y perimetro son visuales y tendientes a

asemejarlas con elementos familiares como, ruedas, cuerdas, varas, etc.

Ejemplo: al deslizar el punto que se encuentra sobre la circunferencia observan
gue esta longitud barrida se parece a una longitud de cuerda. Observan que esta

longitud va cambiando de color respecto a la circunferencia.
NIVEL 1: ANALISIS.

En este nivel los estudiantes perciben propiedades de los elementos de la
circunferencia. Pueden describir elementos de esta a través de sus propiedades
(ya no sélo visualmente). Pero no pueden relacionar las propiedades unas con

otras.

Ejemplo: Los elementos de la circunferencia son base fundamental para el estudio
del sistema radian. Los estudiantes logran identificar la dependencia de la longitud
del arco respecto al angulo barrido. Pero les es dificil asimilar el hecho que un
radian es igual al radio de la circunferencia, es decir; en su percepcion de las
cosas no observan la semejanza de las distancias puesto que el radio es una linea

recta y un radian es una longitud de arco, que por su naturaleza es curva.
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Para algunos jévenes las conversiones de grados a radianes fue de facil
comprension. Los estudiantes comprendieron de manera general que la medida
de la longitud de la circunferencia que vale 360 grados equivale en radianes a

2nrad.

Asi pues, de manera matematica por medio de una regla de tres simple lograban

realizar conversiones.
NIVEL 2;: ORDENACION O CLASIFICACION.

Los estudiantes no logran describir los elementos y figuras de manera formal.
Entienden algunos significados de las definiciones. Reconocen algunas
propiedades que derivan de otras, por ejemplo, la longitud de arco que a su vez
hace parte de la circunferencia total. No logran hacer relaciones entre graficas y
elementos matematicos para realizar conversiones. Por ejemplo, no logran
comprender la medida de un radian como la medida del radio de la circunferencia,
pero si logran realizar conversiones por medio de un método matematico. Existe
una desconexion entre el concepto de radian desde un modelo gréafico a la

conversion de estos por medio de un método matematico.

A continuacion se muestra el cuadro resumen de los niveles alcanzados por los

estudiantes durante la cuarta actividad.
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Tabla 13. Niveles de los estudiantes cuarta actividad.

ACTIVIDAD 4
ESTUDIANTE 0 1 (2 3
El X | X
E2 X | X
E3 X | X
E4 X | X | X
ES5 X | X
E6 X | X
E7 X | X | X
E8 X
E9 X
E10 X | X | X
Ell X X

Durante el desarrollo de la cuarta actividad la mayoria de los estudiantes
alcanzaron los niveles 0 y 1 y algunos alcanzaron el nivel 2. Comprobaron que la
razon existente entre la longitud de una circunferencia y su diametro siempre va a

ser igual al nimero .

55 ACTIVIDAD 5. DESARROLLO DE LA GUIA “RAZONES
TRIGONOMETRICAS”

En esta actividad estudiamos las razones trigonométricas, para ello usamos el
programa Geogebra, en el cual se construy6 una plantilla para que los estudiantes
resolvieran los ejercicios. La plantilla consiste en una circunferencia asociada a la
aplicacion deslizador del programa que determina el angulo de abertura desde el
eje x positivo hasta un punto en la circunferencia. A partir de esto los estudiantes
arrastran el punto del deslizador y determinan el angulo y longitud de arco que
varia sobre el borde de la circunferencia, conociendo esto se disponen a resolver

la actividad propuesta.

Posteriormente identifican la hipotenusa y los catetos adyacente y opuesto que
alli se encuentran y observan que a medida que el angulo varia también lo hace la

longitud de los catetos. Con esta informacién proceden a resolver los problemas a
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los cuales se da solucién utilizando una escala propuesta por ellos mismos. Esta
la ajustan al tamafio de la circunferencia para hallar &ngulos y alturas segun asi lo

requiera el problema.
NIVEL 0: VISUALIZACION O RECONOCIMIENTO.

En este nivel los estudiantes perciben la circunferencia gonio métrica y el
triangulo rectdngulo inscrito en ella como un todo. Los estudiantes al tener la
experiencia con la plantilla de la actividad 4 (‘CIRCUNFERENCIA Y SOLO”) saben
gue alguna parte de la estructura alli plasmada va a variar si desplazan el botén
deslizador. Al realizar esta operacion observan que a medida que el angulo varia
asi mismo lo hacen las longitudes de los lados del triangulo. Los estudiantes
evidencian este cambio pero aun no logran diferenciar las caracteristicas de estos
lados del triangulo y sus propiedades. Hasta el momento los estudiantes
interactuaban a manera de juego y observan que pasaba con el deslizador, pero

no diferencian las caracteristicas de los elementos todavia.
NIVEL 1; ANALISIS.

Se perciben propiedades de los objetos geométricos. Los estudiantes identifican la
hipotenusa, cateto opuesto y adyacente del triangulo rectangulo. Observan que al
variar la amplitud del angulo asi mismo varian la longitud de estos catetos. Pueden
describir los elementos del triangulo rectangulo a través de sus propiedades. Pero
se les dificulta la resolucion de problemas con el uso de la plantilla que alli se

encuentra.
Ejemplo:

En el problema: “en el momento del dia en que los rayos del sol forman un angulo
de 60 grados con la horizontal, la sombra que proyecta un arbol en el suelo es de

2,6 m” ; Cuanto mide el arbol?

Los estudiantes resuelven el problema de dos formas diferentes:
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I. Algunos estudiantes utilizan la plantilla del programa Geogebra asi:

Toman el eje x como la superficie del terreno donde se encuentra el arbol.
Toman el eje y como la altura del arbol.

La hipotenusa es determinada como la recta imaginaria donde se forma la
sombra hasta un punto (2,6; 0).

utilizan el botén deslizador y lo desplazan hasta llegar al angulo de 60
grados.

insertan un punto arbitrario en la vista grafica con coordenadas (2,6; 0).
desplazan este punto hasta que este interseca con la recta que se extrapola
dese la hipotenusa con el angulo dado. Encuentran que ahora el punto es

(2,6; 4,5), es decir, la altura del arbol es de 4,5 m.

II. Algunos estudiantes resuelven el problema de manera manual:

a.

identifican las variables del problema y representan graficamente el posible
esquema.

construido el triangulo rectangulo nombran cada una de sus partes (catetos,
hipotenusa y angulos).

analizan la razon trigopnométrica acorde para hallar la altura del arbol (cateto
opuesto)

utilizan la razoén trigopnométrica tan(x), pasan a multiplicar el valor del cateto
adyacente y despejan el valor del cateto opuesto. Para finalizar remplazan
los nimeros en cada una de las variables y operan en la calculadora,

obteniendo asi el valor de la altura del arbol.

NIVEL 2: ORDENACION O CLASIFICACION.

Los estudiantes realizan graficos por medio del triAngulo rectangulo para

representar los problemas. Identifican los elementos de un triangulo para dar una

posible solucién a los problemas alli planteados. Establecen relaciones entre los

elementos del triangulo con las razones trigonométricas a utilizar para resolver
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problemas. Entienden los significados de las definiciones. Reconocen como
algunas propiedades derivan de otras. Establecen relaciones entre propiedades y

SuUS consecuencias.

Ejemplo. Para resolver el problema anterior los jévenes logran visualizar el
problema en sus mentes. Realizan conjeturas acerca de la posicion del arbol,
longitud de la sombra y el &ngulo formado por la longitud de la sombra respecto
de la altura del arbol. Logran representar graficamente el problema en sus
cuadernos de notas y relacionan las caracteristicas del triangulo que alli se forma

para encontrar la razon trigonométrica correcta para hallar la altura del arbol.

A continuacién se muestra el cuadro resumen de los niveles alcanzados por los

estudiantes durante la quinta actividad.

Tabla 14. Niveles de los estudiantes quinta actividad.

ACTIVIDAD 5
2 |3

ESTUDIANTE
El
E2
E3
E4
ES
E6
E7
ES8
E9
E10
E1ll

XXX X[ X[ X| X~

XXX

XX XXX XX | X[ X[ X|X|©

X|X|X

X

Durante el desarrollo de la quinta actividad la mayoria de los estudiantes
alcanzaron los niveles 0 y 1 y algunos alcanzaron el nivel 2. Los estudiantes
realizan esquemas graficos para representar problemas y datos. ldentifican las
razones trigonométricas acordes para la solucién de determinados problemas,

mediante ecuaciones y expresiones algebraicas.
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5.6 ACTIVIDAD 6. CONSTRUCCION DE LA GRAFICA DE LA FUNCION
SEN(X).

NIVEL 0: VISUALIZACION O RECONOCIMIENTO.

El propdsito de esta actividad consistia en construir la funcion trigonométrica
sen(x). La construccion se realiza por medio de papel milimetrado, regla,
transportador y cordon. Para lograr esta reproduccion el docente realiza la gréafica
en el tablero. Explica los pasos a seguir a medida que los estudiantes van
realizando la reproduccién. El docente construye la gréfica partiendo de una recta
horizontal y una circunferencia en un extremo del tablero. Posteriormente realiza la
division de la circunferencia de angulos de a 30°. Se trazan rectas horizontales a
cada uno de los puntos de la circunferencia donde se marcaron los &ngulos.
Teniendo este constructo grafico ahora solo faltaba graficar la funcion. Se utiliza el
cordon para medir el arco de circunferencia de cada angulo. Luego se estira el
cordon en forma de linea recta y se ubica el punto correspondiente a cada angulo

con su paralela. Para finalizar se unen los puntos y se obtiene la funciéon sen(x).
NIVEL 1: ANALISIS.

Se perciben propiedades de los objetos geométricos. Los jévenes entienden que
para construir la funciébn sen(x) necesitan de la ayuda de las razones
trigopnométricas vistas previamente. Los estudiantes determinan que para su

construccion se han de necesitar diversas herramientas y conceptos previos.

Los estudiantes identifican elementos tales como la circunferencia , el triangulo
rectangulo que se forma en su interior, las rectas paralelas que parten desde el
punto donde la hipotenusa interseca un punto de la circunferencia. En este punto a
los estudiantes se les dificultaba la idea del por qué de realizar estas rectas;

puesto que desconocian su funcién como referencia en el plano cartesiano donde
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estas intersecarian con la longitud de arco que se determinaria a partir de cada

angulo medido en radianes.
Figura 36. Visualizacion funcion sen(x).
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Fuente: autores.

Los estudiantes en su mayoria tuvieron dificultades en esta asociacion y en la
conversion de grados a radianes. Por esta razon soélo utilizaban la medida del arco
del primer angulo 30° y lo seguian desplazando en el eje x y asi trazar una vertical
punteada que se intersecara con las rectas paralelas. Esto con el fin de asociar la
longitud de arco con la recta paralela y asi obtener los puntos que definirian la

funcién sen(x).
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Figura 37. Ejemplo elaboracién funcion sen(x).
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Fuente: autores.

En este sentido estos estudiantes construyeron la funcion sen(x) como un ejercicio
mecanico, pero sin realizar una asociacion entre conceptos como arco, cateto,

radian, etc. y procedimientos tales como la conversion de grados a radianes.
NIVEL 2: ORDENACION O CLASIFICACION.

Los estudiantes realizan la construccion de la funciébn sen(x) estableciendo
relaciones entre diversos elementos que la componen. Entienden los significados
de las definiciones (arco, radian, angulo, rectas paralelas, entre otros). Realizan
procedimientos matematicos para determinar la equivalencia entre grados y
radianes para determinados angulos. Realizan procedimientos geométricos y de

dibujo para determinar la curvatura que representa la funcion sen(x).

Los jovenes determinan la relacion existente entre la abertura del angulo y la
longitud de arco de circunferencia. Teniendo esto en cuenta dividen la
circunferencia goniométrica en secciones de a 30°. Realizan calculos acerca de la

equivalencia en radianes de estos grados por medio de una regla de tres simple.
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Figura 38. Conversion grados a radianes.

Fuente: estudiantes.

Los estudiantes realizan la conversion de 30° a%. Observan que cada angulo

tiene una medida igual, luego solo a cada angulo le suman un valor de % para asi

determinar el valor en radianes para los angulos
60°,90°,120°,150°,180°, 210, 240°,270°,300°,330° y 360° . Asi pues logran

relacionar el concepto de arco y su proyeccion en el eje x medida en radianes.

Geométricamente los jovenes lograron comprobar la razon por la cual se trazaban
rectas paralelas al eje x. Identificaron que la longitud de la hipotenusa intersecaba
un punto en la circunferencia . A partir de este punto determinaban la altura del
cateto opuesto al angulo y por ende la amplitud que tomaria la funcion sen(x). En
este punto los estudiantes argumentaron que a cada longitud de cateto en el eje y
dado por el angulo de abertura le corresponderia una longitud de arco respectiva
en radianes en el eje x. por esta razén a cada proyeccion representada con una

linea punteada le corresponde una Unica recta paralela.
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Figura 39. Construccion funcién sen(x).
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Fuente: Autores.

A continuacion se muestra el cuadro resumen de los niveles alcanzados por los

estudiantes durante la sexta actividad.

Tabla 15. Niveles de los estudiantes sexta actividad.

ACTIVIDAD 6
ESTUDIANTE 0 [1 [2 |3
E1l X X
E2 X X
E3 X | X [ X
E4 X | X
ES X | X [ X
E6 X | X [ X
E7 X | X [X
ES8 X | X
E9 X [ X | X
E10 X [ X | X
E1l X [ X | X

Durante el desarrollo de la sexta actividad la mayoria de estudiantes alcanzaron el
nivel 2. Los estudiantes utilizan ideas previas y preconceptos acerca de las

razones trigonométricas y conversion de grados a radianes para la construccion
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de la funcion sen(x). Identifican los elementos que la componen y sus variaciones,

contracciones Y dilataciones partiendo de su estructura.

5.7 ACTIVIDAD 7. CONSTRUCCION DE LA GRAFICA DE LA FUNCION
COS(X).

NIVEL 0: VISUALIZACION O RECONOCIMIENTO.

El propésito de esta actividad consistia en construir la funcién trigonométrica
cos(x). El procedimiento a utilizar es basicamente el mismo que se uso para la

construccion de la funcion sen(x).

Figura 40. Visualizacion funcion cos(x).

Le s

Circunferencia
goniométrica

Fuente: autores.
NIVEL 1: ANALISIS.

Los estudiantes argumentan propiedades de los objetos geométricos. Los jovenes
hacen uso de las razones trigopnomeétricas vistas previamente para realizar esta
construccion. Los estudiantes determinan que se han de necesitar diversas

herramientas y conceptos previos.
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Los estudiantes identifican elementos similares a los vistos anteriormente para la
construccion se la funcidén sen(x). Evidencian dificultades puesto que desconocian
la funcidén de las rectas paralelas como referencia en el plano cartesiano, donde

estas intersecarian en un punto de la circunferencia goniométrico cada 30°.

Figura 41. Ejemplo elaboracion funcién cos(x).
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Fuente: autores.

Los estudiantes utilizaban la medida del arco del primer angulo 30° y lo seguian
desplazando en el eje x y asi trazar una vertical punteada que se intersecara con
las rectas paralelas; esto con el fin de después asociar longitud de arco con la

recta paralela y asi obtener los puntos que definirian la funcion cos(x).

En este sentido estos estudiantes construyeron la funcién cos(x) sin realizar una
asociaciéon entre conceptos como arco, cateto, radian, etc. y procedimientos tales

como la conversion de grados a radianes.
NIVEL 2: ORDENACION O CLASIFICACION.

Los estudiantes realizan la construccion de la funcién cos(x) estableciendo
relaciones entre diversos elementos que la componen. Entienden los significados
de las definiciones (arco, radian, angulo, rectas paralelas, entre otros). Realizan

procedimientos matematicos para determinar la equivalencia entre grados y
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radianes para determinados angulos. Realizan procedimientos geométricos y de

dibujo para determinar la curvatura que representa la funcion cos(x).

Los jévenes determinan la relacion existente entre la abertura del angulo y la
longitud de arco de circunferencia. Teniendo esto en cuenta dividen la
circunferencia en secciones de a 30° y realizan calculos acerca de la equivalencia

en radianes de estos grados por medio de una regla de tres simple.

Figura 42. Conversion grados a radianes.

Fuente: estudiantes.

Los estudiantes realizan la conversion de 30° a % y realizan el mismo

procedimiento utilizado para la construccion de la funcion sen(x), para el calculo
de los angulos faltantes hasta 2w = 360°. Asi pues logran relacionar el concepto

de arco y su proyeccion en el eje x medida en radianes.

Geométricamente los jovenes lograron comprobar la razon por la cual se trazaban
rectas paralelas al eje x. Identificaron que la longitud de la hipotenusa intersecaba
un punto en la circunferencia. A partir de este punto determinaban la altura del
cateto adyacente al angulo y por ende la amplitud que tomaria la funcién cos(x).
En este punto los estudiantes argumentaron que a cada longitud de cateto en el
eje x dado por el angulo de abertura le corresponderia una longitud de arco
respectiva en radianes. Por esta razén a cada proyeccion representada con una

linea punteada le corresponde una Unica recta paralela.
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Figura 43. Construccion funcidon cos(x).
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Fuente: autores.

A continuacién se muestra el cuadro resumen de los niveles alcanzados por los

estudiantes durante la séptima actividad.

Tabla 16. Niveles de los estudiantes séptima actividad.

ACTIVIDAD 7
ESTUDIANTE 0 |1 |2 |3
El X | X
E2 X | X [ X
E3 X | X
E4 X | X [ X
ES X | X [ X
E6 X | X [ X
E7 X | X [ X
E8 X
E9 X | X [X
E10 X | X
E1ll X | X [ X

Durante el desarrollo de la sexta actividad la mayoria de estudiantes alcanzaron el
nivel 2. Los estudiantes utilizan ideas previas y preconceptos acerca de las
razones trigonomeétricas y conversion de grados a radianes para la construccion
de la funcién cos(x). ldentifican los elementos que la componen y sus variaciones,

contracciones Y dilataciones partiendo de su estructura.
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5.8 ACTIVIDAD 8. CONSTRUCCION DE LA GRAFICA DE LA FUNCION
TAN(X).

NIVEL 0: VISUALIZACION O RECONOCIMIENTO.

El propésito de esta actividad consistia en construir la funcién trigonométrica
tan(x). El procedimiento a utilizar es basicamente el mismo que se usé para la
construccion de la funcion sen(x) y cos(x). Los estudiantes identificaron que la
funcién tan(x) varia respecto de la funcion sen(x) y cos(x) en su estructura,
propiedades y elementos. Identificaron que se trazaba una linea perpendicular, de
la cual se desprendian una seria de rectas paralelas donde se ubicarian los puntos

por donde se trazaria la funcion tan(x).

Figura 44. Visualizacion funcién tan(x).
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Fuente: autores.

NIVEL 1: ANALISIS.

Los jovenes perciben propiedades de la funcion tan(x), pero no logran relacionar
unas con otras. Poseen dificultades para comprender el concepto de recta tan(x);
por esa razdn no asocian €l porque de aquella recta perpendicular al eje x y tan(x)

a la circunferencia goniométrico. Siguiendo las pautas dadas por el docente los
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estudiantes proyectan la longitud de la hipotenusa hacia la recta tan(x) ubicando

un punto en esta.

Los estudiantes trazan rectas paralelas al eje x y evidencian, que a medida que se
acercan al angulo de 90° no existe una recta que corte a la recta tan(x) y que por
tanto no abra un punto en esta, para posteriormente trazar una recta paralela. Los
jovenes contindan el proceso y trabajan con angulos para los cuales la funcién

tan(x) si esta determinada.

Figura 45. Ejemplo elaboracion funcion tan(x).

Fuente: autores.

Los jovenes no logran hacer asociaciones entre conceptos y construyen la grafica

COmMoO un ejercicio mecanico.

NIVEL 2: ORDENACION O CLASIFICACION.

Describen los objetos y figuras de manera formal. A partir de esto los jovenes
identifican los elementos necesarios para la construccion de esta funcion.
Observan como la proyeccién de la hipotenusa a la recta tan(x) varia dependiendo
de la abertura del angulo. Determinan que la medida del angulo de abertura es
proporcional a la separacion de las rectas paralelas, las cuales son referencia para

la construccion de la funcion.
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Entienden los significados de las definiciones. Comprenden el concepto de recta
tan(x), radian, arco, recta paralela, etc. y las aplican para realizar un esquema

aceptable de la funcion tan(x).

Reconocen como algunas propiedades derivan de otras. Los estudiantes explican
y argumentan sus ideas sobre las variaciones del segmento de recta que se
proyecta desde la hipotenusa hasta intersecarse con la recta tan(x) a la

circunferencia. Partiendo de este analisis los estudiantes determinan que para
valores de la forma x = "2—” con n entero impar la funcion no esta definida.

Figura 46. Construccion funcién tan(x).
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Fuente: autores.

A continuacion se muestra el cuadro resumen de los niveles alcanzados por los
estudiantes durante la octava actividad.

Tabla 17. Niveles de los estudiantes octava actividad.

ACTIVIDAD 8
ESTUDIANTE 0 [1 [2 |3
El X | X
E2 X | X
E3 X | X [ X
E4 X | X
ES X | X [ X
E6 X | X [ X
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E7 X | X [ X
E8 X

E9 X | X
E10 X | X [ X
E1ll X | X

Durante el desarrollo de la sexta actividad la mayoria de estudiantes alcanzaron el
nivel 2. Los estudiantes utilizan ideas previas y preconceptos acerca de las
razones trigopnométricas y conversion de grados a radianes para la construccion
de la funcién tan(x). Identifican los elementos que la componen y sus variaciones,

contracciones Y dilataciones partiendo de su estructura.
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6. CONCLUSIONES

Las diferentes formas de razonar de los estudiantes muestran que dependiendo
de las actividades propuestas, los procesos matematicos de descripcién, definicién
y demostracion estan presentes en sus actuaciones y en los trabajos elaborados.
Los procedimientos desarrollados, mediante la implementacién de las actividades,
permitieron a los estudiantes avanzar en sus niveles de razonamiento, se pudo
observar que mediante la descripcién de los archivos, los estudiantes fueron
generalizando propiedades y usando definiciones que los llevaron a adquirir
habilidades en la demostracion. A pesar que las actividades no se pudieron
desarrollar en su totalidad, debido a que el proceso de aprendizaje y de desarrollo
de habilidades de descripcion, definiciébn y demostracion se hizo en un contexto de
clase normal de una institucion de caracter oficial, en donde la mayoria de
estudiantes tiene deficiencias en los conceptos y procesos, pre-requisitos para el
estudio de las razones y las funciones trigopnométricas, los estudiantes mostraron
importantes avances en sus razonamientos Si Sse compara con anteriores cursos
en los cuales no habian recibido la formacién necesaria en Geometria, ni habian

desarrollado los procesos que se trabajaron.

Inicialmente los estudiantes mostraron algunas dificultades en el analisis de las
talleres propuestos, debido a que trataban de justificar sus procedimientos
basados en argumentos visuales, pero en la medida que avanzaron en la
realizacion de las actividades se concientizaron de la necesidad de usar

definiciones y argumentar de manera ldgica las situaciones planteadas.

Por otra parte, se puede concluir que el uso de la tecnologia favorecié el analisis,

la generalizacion, la deduccién, y en especial, la relacién entre conceptos y la

128



generacion de ideas, ya que los archivos se convirtieron en una herramienta de
aprendizaje, lo cual facilito la reflexion y comunicacion de ideas entre estudiantes
y, entre alumnos y profesor, este ultimo, enfocando a los aprendices a la
construccion de los conocimientos matematicos. Esto permitié enfatizar la
elaboracion de descripciones, definiciones, construccion y validacion de conjeturas
y demostraciones y el descubrimiento de propiedades. Pero sobre todo, se rescato
una idea, que el estudiante es responsable de su propio aprendizaje; de manera
que el valor de la herramienta se incrementé en la medida que se empleaba, al
hacer posible un rango mayor de ideas mateméticas, con mas formas para
representarlas y manipularlas. Este hecho también se acomodé a las diferentes
formas de aprendizaje, debido a que los estudiantes podian utilizar las diversas
representaciones que les ofrecia el software; esto les ayud6 a desarrollar distintas
maneras de pensar acerca de las tareas propuestas e independizarse de la

tecnologia.

Con los resultados encontrados se confirma que la tecnologia por si misma no
logra el objetivo, es el docente quien enfoca al estudiante para que mediante la
observacion, el andlisis, la produccion de conjeturas y la elaboracion de
demostraciones, avance en su nivel de razonamiento. De ahi que si un estudiante
se encuentra en el primer nivel de razonamiento, se queda en la parte estatica del
archivo, pero si el profesor lo motiva y cuestiona adecuadamente, entonces es
necesidad del uso y la formulacibn de la teoria en la busqueda de las
justificaciones tedricas para la solucién de los problemas propuestos. Esta forma
de utilizar la tecnologia requiere una correcta preparacion de los docentes para
disefar y aplicar actividades en las cuales se busca desarrollar procesos y ayudar

a los estudiantes a avanzar en sus niveles de razonamiento.

Producto de este trabajo no sélo se elabor6 una unidad didactica para la

ensefianza de las funciones trigopnométricas en la educacion media utilizando el
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modelo de Van Hiele como era el objetivo planteado, sino que ademas, con la
organizacion detallada de la unidad segun las fases del Modelo, permitié al
docente comprender como se debian orientar las actividades respecto a cada
proceso y a las actuaciones de los estudiantes para motivar a los que necesitaban
mayor asesoria y a su vez identificar a los que estaban avanzando mas
rapidamente. Se resalta que la fase de orientacion dirigida enfocada al desarrollo
de los procesos fue béasica para que los estudiantes lograran desarrollar los
contenidos y para que estructuraran su trabajo de modo que se hicieran visibles
las descripciones, definiciones y demostraciones elaboradas y la fase de
explicitacion también contribuyé al logro de los objetivos de aprendizaje y se
constituyeron en una nueva fuente de motivacion y participacion para los
integrantes del grupo gracias al compromiso de cada uno en la realizacion de las
actividades propuestas; ademas la fase de explicitacion fue una clave para que los
estudiantes observaran y comprendieran otras formas de demostracion,
aprendieran vocabulario, aumentaran sus intervenciones y mejoraran en la

produccion de sus argumentaciones.
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7. RECOMENDACIONES

Es importante que los profesores de matematicas que orientan geometria,
reconozcan el tipo de dificultades a las que se pueden enfrentar sus
estudiantes a la hora de realizar el estudio de cada uno de los objetos
matematicos, y de esta manera reconocer diversas estrategias que permitan

un apoyo eficaz y aportes significativos en la superacién de dichas falencias.

En el disefio de la propuesta didactica se empleé un software de geometria
dinamica. En ese sentido se recomienda el disefio y la implementacién de un

taller de entrada a la herramienta computacional.

Los docentes que decidan usar esta metodologia de ensefianza, deben revisar
previamente y en forma exhaustiva las bases filosoficas, psicologicas y
procedimentales de la Teoria de Van Hiele.

Los instrumentos de evaluacion deberan ser desarrollados tomando en cuenta
las diferentes actividades realizadas y los procesos de visualizacion,
construccion y discursivos que encierra el razonamiento geomeétrico de un

estudiante.

Dentro del marco de ejecucion de un proyecto como este, siempre se desea

gque haya una mejora continua, es por eso que se recomienda a futuros
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estudiantes que tengan interés en el proyecto, la complementacién del mismo

teniendo en cuenta especialmente el desarrollo de las actividades propuestas.
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ANEXOS

ANEXO 1. ACTIVIDAD 1 HISTORIA DE LA TRIGONOMETRIA.

Es una rama de las \'_J' ;

HISTORIA, DEFINICION Y matematicas que . i
CAMPOS DE APLICACION estudialas relaciones ==Y I3

entre los lados y los

DE LA TRIGONOMETRIA PP

Etimologia: “medida de ] 0
triangulos” o\ U; =
$ 7

———— /ﬁ
~Ramas fundmés_de/ ~Aplicaciones de la trigonometria

5 p
trlgonometrla “:‘:}Q
Sus primeras s N
Trigonometria plana: se aplicacionesse hicieron ‘L;- /’
ocupadelas figuras en campos de:
contenidas enun plano La navegacién
La geodesia
Trigonometria esférica: se La astronomia
ocupade triangulos que La cartografia
forman parte de la La topografia
superficie de una esfera. Otras aplicaciones en

fisica y quimica.

E——

i HISTORIA DE'LA TRIGONOMETRIA

La trigonometria inicia a partir de las

Podemos inferir que Ila
trigonometria se
primeras matematicas conocidas en Egipto y desarrollo en 4 fases de
Babilonia Su historia:

- La trigonometria
desarrollada por los
egipcios

- La trigonometria
desarrollada por los
drabes

- Trigonometria en
occidente

- Trigonometria moderna
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Los babilonios ylos
egipcios hace mas de 3000
anos fueron los primeros
# en utilizarlos dangulos de
un triangulo y las razones
trigonométricas para
efectuarmedidas en
agriculturay parala
construccién de piramides

También se desarrollo a
partir de los esfuerzos
hechos paraavanzar enel h‘ )
estudio de la astronomiay i
para mejorar la exactitud

en la navegadony enel
calculodel tiempoy los
calendarios.

Los egipcios establecieron la
dida de los angulos en

grados, minutos y

segundos.

Enel sigloll a. ¢, el
astronomo griego Hiparco
de Nicea compilo una tabla
trigonométrica para resolver
triangulos. Esta tabla es
similar a la moderna tabla
del seno.

P “;“ S

300 aios mas tarde el astronomo Tolomeo
utilizo r=60, pues los griegos adoptaronel
sistema numeérico sexagesimal (base 60)delos
babilonios.

 “ . 1hora ummp 60 minutos
6o‘lnﬁnyb - 60 segundos

:607
¥~ )\

.

segundo

Durante muchos siglos, la

trig ia de Tol fue
laintroduccion basica paralos
astronomos. El libro de
astronomia el Almagesto (.
porel) también tenia una tablade
cuerdas junto conla explicacion
de su método para compilaria,y a
lo largo dellibro dio ejemplosde
como utilizar la tabla para calcular
los el d idosde un
triangulo a partir de los
conocidos.

A finales del siglo VIll
los astronomos Arabes
trabajaron conla
funcion senoy a finales
delsiglo X ya habian
completado la funcion
senoy las ofras cinco
funciones.
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También descubrieron y
demostraron teoremas
fundamentales de la
trigonometria tanto para
triangulos planos como
esféricos.

Los matematicos
sugirieron el uso del valor
r=1 en vez de r= 60, y esto
dio lugar a los valores
modernos de las
Funciones
trigonométricas.

El occidente latimo se
familiarmizo conla
trigonometria

Arabe a través de
traducciones de
librosde

Astronomia arabigos,
que comenzaronma
apareceren elsiglo
Xil.

__Erprimer trabajo
importante fue “De
Triangulus” escrito
por el aleman Johann
Muller.

El astronomo Georges
Joachim, introdujo el
concepto moderno de
Funciones
trigonométricas como
proporciones en vez
de longitudes de
ciertas lineas.

Aprincipios del siglo XVII, el matematico John
Napier invento los logaritmos y gracias a esto los
calculos trigonométricos recibieron un gran
empuje.

A mediados delsiglo XV
Isaac Newton invento

el calculo diferendal e
integral. Unodelos
fundamentos del trabajo
de Newton fuela
representacionde
muchas fundciones
matematicas utilizando
seriesinfinitas de
potencias de la variable

x.

./

Newton encontré la serie para el sen x y series similares
paraelcos x y la tg x. Con la invencién del calculo las
funciones Erigonométricas fueron incorporadas al andlisis,
donde todavia hoy desemperian un importante papel

tanto en las matemdticas puras como en las aplicadas.
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P et e ———
" Por ultimo, en el siglo XVII, el
matematico Leonhard Euler
demostro que las propiedades
de latrigonometriaeran
productode la aritméticade
los nameros complcjosy
ademas definio las
funciones trigonométricas
utilizando expresiones con
exponenciales de nimeros

complejos.
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ANEXO 2. ACTIVIDAD 2 REVISION DE GUIA “DEFINICION Y CAMPOS DE
APLICACION DE LA TRIGONOMETRIA.

Nombres y apellidos Grado
fecha

Aplicaciones de la trigonometria.

Cudles son las aplicaciones de la trigonometria en la vida cotidiana en areas
como:

Fisica:

Juegos:

Geografia

Electricidad/electrénica

Construccioén

Cartografia

Topografia:

Astronomia
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ANEXO 3. ACTIVIDAD 3 OBSERVACION DEL VIDEO INTERACTIVO “COMO
MIDIO EL RADIO DE LA TIERRA ERATOSTENES”.

¢, Como midio Eratéstenes el radio de la Tierra?.

Una vez llevada a cabo la exposicién y la participacion de los estudiantes, se
proyecta el video http://www.youtube.com/watch?v=mPPb7EJSZ9w ¢Cdmo midid
Eratostenes el radio de la Tierra?, mostrando a los estudiantes una antigua pero
clara aplicacion de la trigopnometria en la medicion de distancias, y para evidenciar
gue los jovenes hayan puesto atencidén a este video, se pasara a alguno de ellos
para que desarrolle el mismo analisis que llevo a cabo Eratéstenes hace mas de
14 siglos.
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ANEXO 4. ACTIVIDAD 4 DESARROLLO DE LA GUIA “CIRCUNFERENCIA Y
SOLO”.

SITUACION 1. LONGITUD DE LA CIRCUNFERENCIA.

LONGITUD DE LA CIRCUNFERENCIA.
La longitud de la circunferencia L se determina mediante la expresion:

Donde r es el radio de la circunferencia v

/ / | \
{ : \ /
| ‘ \ | |
\ \
\ \
% \
\ -~ \\'\ /
Paso 1. Paso 2.
i L 31,41 cm =
e o w'*”w - = =~ jl [4
Bl d 10 cm
Paso 4.

Paso 3.
- ]

Para deducir la expresion L = 2mr, se realizan los siguientes pasos:
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Se traza una circunferencia de 5 cm.
Se coloca una cuerda sobre la circunferencia.

Se mide la longitud de la cuerda.

w0 NP

Se divide la medida de la cuerda entre el diametro de la circunferencia.

Al realizar el mismo procedimiento con circunferencias de diferentes radios se
obtiene que la razén entre la longitud de la circunferencia y su diametro es
siempre la misma. Este valor constante es el nimero pi caracterizado por ser un

namero decimal no periddico infinito, es decir, un namero irracional.

El nimero pi se simboliza con la letra griega m y su valor aproximado es
m = 3,1415926 ... aunque generalmente solo se utilizan las dos o tres primeras

cifras decimales del nUmero. Asi, © = 3,14.

Como la razdn entre la longitud de la circunferencia y el diametro es igual a  se

escribe:

%: m. Luego, se despeja L, con lo cual L = dr. Finalmente, se remplaza d por 2r,

donde r es el radio de la circunferencia, de donde se obtiene:
L =2nr

Ejemplo. Se quiere colocar una cinta alrededor de una superficie circular de radio

6 m. ¢ Cuantos metros de cinta se necesitan?
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Para encontrar la cantidad de cinta,
se halla la longitud de Ila

circunferencia de radio.

Como L = 2nr se remplaza el radio y
se realizan las operaciones indicadas

asi:
L=2314 6

L =~ 37,68

Por tanto, la cantidad de cinta que se requiere es aproximadamente 37,68 m.

SITUACION 2. CONVERSION DE GRADOS A RADIANES Y DE RADIANES A
GRADOS CON EL PROGRAMA GEOGEBRA.

Conversion de grados a radianes y de radianes a grados en el programa

Geogebra.

Los grados y los radianes son dos diferentes sistemas para medir angulos. Un

angulo de 360 grados equivale a 21 radianes; un angulo de 180 grados equivale

a 11 radianes (recordemos que el niumero 1

144

= 3.14159265359...).



circunferencia y radianes.ggbh

Archiva Edita Vista Apariencias Opciones Herramientas WYentana Ayuda
% EE[[D 1,2} Z Elige y Mueve
Il ) .| Amastra o selecciona objetas (Est) Y
Yista Algebraica DE[=] |vista Grafica (*)[&@() |Hoja de Calculo (@)=
= Objetos Libres e c | o ]
3 B=(1.57,0) 7
= Objetos Dependientss | . N 1 JARCO. RADIC. Grados en ... Anguloe... 2
3 A=(0,0) 2 1.03 1.57 066 3762
~+@ Arco=1.03 = . 7
@ C=(1.24, 0.95) 3 .
@ Radio = 1.57 4
@
- @ b 0.96x+1.2dy=0 ]
@ cixt 4y =247 Arco=1.03 &
@ a=37.62° H .
H 7
; [ EARIE G 8
2 0 Radio=157 2 _
4 . g
10
11
12
13
. 14
_______ 2 1 v
) £ | 2
Entrada; ©

circunferencia y rad. . 1:3 quia 2 CIRCUNFERE. .. 12" FLAN FUMCION EXP. ..

T guia 1. Definicion v ... 1 Dibujo - Paink & 2@ Y, 1715

Utilizando el corrimiento del punto C, la abertura del arco y la hoja de calculo

convertir los siguientes angulos en grados a radianes:

a. 0, 90, 180, 270 y 360 grados.

b. 45, 135, 225 y 315 grados.

c. 30, 60, 120 y 150 grados.

Convertir los siguientes radianes a grados:
a. /2, m, 3m/2 y 21 rad

b. /4, 311/4, 511/4 y TT1/4
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ANEXO 5. ACTIVIDAD 5. DESARROLLO DE LA GUIA “RAZONES
TRIGONOMETRICAS”.

Con ayuda del programa Geogebra resolver los siguientes problemas:

" RAZONES TRIG.ggh

Archivo  Edita Wista Apariencias  Opciones Herramientas Ventana  Ayuda

A . 0 ‘Qf:; X aez Desplaza Viista Grafica
AEC; 3 ‘-I_’ Desplaza Vista Grafica o Ejes (Maylsculas + Desplazar =3

ista Algebraica X&) |vista Grafica ==

=l Ohjetos Libres :’ a=60"

~@ a=60° K
= Ohjetos Dependientes Tree,, |B'=(1.27,2.21)
~@ A=(0,0) -
@ Arco =2.67
@ B =(2.55,0) E
@ B'=(127,221) Arch =267
~@ C=(127,0) H=f 55
~@ CA=127 1- ez
-0 C0=2.1 E poliggnot =1.4
3 D=(255,4.41) :

3 H=255 i i

~@ ay=0 H o AR J60* 907 ¢ B

- @ bix=127 T

~@ e x2+y2: 6.49
P dy=221

-3 e=127 L

~@ f=2.21 BE

-3 g=255 K
9 h221x+ 127y =0
P ix=255

@ poligono1= 14

-3 B=60° -2

~@ y=90° .,

Entrada =

14 Inicio [T quis 2 CIRCUNFER., | T RAZONES TRIGON... | M proyectotrigo | @ Funciones trigonom... - RAZOMNES TRIG.ggh '<: RN 9 1934

1. En el momento del dia en que los rayos del sol forman un angulo de 60
grados con la horizontal, la sombra que proyecta un arbol en el suelo es de
2,6 m.

¢, Cuanto mide el arbol?

2. Unas cigluefias construyen su nido sobre el tejado de un edificio a 25 m del
suelo. Un nifio lo observa desde un punto situado a 50 m del edificio.

Calcula el angulo de observacion.

3. El tronco de una palmera mide 3,5 my crece de forma inclinada debido al
peso de la parte superior. la perpendicular desde su parte mas alta hasta la

tierra mide 2 m.

Calcula el angulo de inclinacién del tronco respecto a la vertical.
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ANEXO 6. ACTIVIDAD 6 CONSTRUCCION DE LA GRAFICA DE LA FUNCION
SEN(X).

SITUACION 1: APLICACIONES DE LA FUNCION SEN(X).

¢, Como se evidencia la funcién sen(x) en el estudio de las ondas de radio?

Para mayor informacion puedes dar click aqui:

http://www.dav.sceu.frba.utn.edu.ar/homovidens/Ibarrola/3ro.htm.

¢Como se evidencia la funcion sen(x) en el estudio de los terremotos y las

ondas que se propagan en el agua? Explica:

Para mayor informacion da click aqui: http://www.slideshare.net/leidyhm/material-

didctico-para-funciones-y-sus-aplicaciones

SITUACION 2: CONSTRUCCION DE LA FUNCION SEN(X) EN EL PROGRAMA
GEOGEBRA.

CONSTRUCCION DE LA FUNCION SEN(X) EN EL PROGRAMA GEOGEBRA.

El programa Geogebra, ademas de construir figuras, nos permite comprobar
propiedades geométricas. A partir del movimiento de objetos de una construccion
inicial (puntos, rectas, poligonos...), se obtiene otra construccion distinta en la que

se puede verificar si se mantiene la propiedad estudiada.

Para ello se van a utilizar las siguientes opciones del menu de la barra de

herramientas.
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% a=2
l_T/ Selecciona 'y desplaza 2l Deslizador.
objetos. ‘%
A = Desplaza Vista Gréfica.
L
2 Nuevo punto.
— d Segmento entre dos puntos.
i Recta que pasa por dos
g P P Semirrecta que pasa por dos
puntos.
puntos.
*
1] : .
— v Recta perpendicular. N Zoom de acercamiento.
® &
—— Circunferencia dados su Zoom de alejamiento.
Centro y uno de sus Puntos. 3
| Expone/ Oculta objeto.
i Angulo. ABC
. 7 Inserta texto.
5 Angulo dada su Amplitud. -1
- Arco de circunferencia con
=
Poligono. centro entre dos puntos.
o .
Segmento dados punto
extremo y longitud.

L]
L]
l_T/ Circunferencia unitaria o so6lo trigonométrico de radio 1/ Circunferencia

dado su centro y uno de sus puntos.

Vamos a elegir el centro que este con la coordenadas (-1,0) y el punto para el

radio en todo el origen del plano cartesiano en las coordenadas (0,0).
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™2

a=2

=l Deslizador /angulo/deslizador/ancho 360/aplica.

[}
|

™2

-
*=s| Click en el cuadro de opcion angulo/ angulo dada su amplitud.

e

Click izquierdo en el punto B, luego en el punto A, automaticamente aparecera un
recuadro. En este cambiamos la opcién 45° por a y dejamos la opcion sentido anti

horario como esta. Aparecera un angulo, el cual al mover el punto del deslizador
este variara en la circunferencia.
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=1
n
(=2
k3

L ]

w2

)
u”f— Click recta perpendicular y le damos click en el punto B’ y en el eje de las

x

.
E

|
* 4l Click en poligono y le damos click a el punto A, B’, C y luego A otra vez,

aparecera una zona sombreada formando un triangulo rectangulo.

(a2
(%)

\
—J Recta perpendicular B'y eje .
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.'I\"r

<

Recta perpendicular Ay eje x.

=l

Crear punto D en la interseccion de las rectas antes realizadas.

o=
I

(=]

[

/ —
{ a In.l‘2
-0 |
] -1

Arco de circunferencia con centro entre dos puntos/click entre A, BY B’

T

Angulo B, CYA

o
(]
°

@
(%)
w
=
[
o [
m
L
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Segmento dados punto extremo y longitud/click en el punto B/aparecera un
recuadro y le damos la distancia del arco, ejemplo e.

L}
g Recta perpendicular y doble click en el punto E del segmento entre los
dos puntos.

pz

Segmento entre dos puntos CB’.

A
L . . .
Crear punto en la interseccidn de las rectas que pasan por los puntos D y
E. ejemplo F.

©mn
(o]

? 1

]

K’// |

a Click en segmento entre dos puntos y damos en D y B’, luego hacemos lo
mismo para C y B’.

Luego damos en click derecho/ vista grafica/ eje x/ distancia/ m/2/ graduaciones/

cierra. Ahora el eje de las x aparece seccionado por partes de a & /4.
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Se trazan lineas perpendiculares en cada seccion de r /2.

| | |

2 ja=52° i i

L g i i

i i i

I I I

! ! !

I I I

i i i

1 I I I

/...—-""'_ B F I I I

b ! ! :

1 1 1

I I I

i i i

AsNTTC o | B E |6 iH i

2 1:l;'r.l‘?_ 1:lrrr En.l‘?_

| | |

i i i

| | |

I I I

I I ! ! |

- 1 1 !

I I I

i i i

Ahora damos click derecho a F/ propiedades de objeto/ basico/ muestra rastro/

cerrar.

. funcion seno 1.asb

Archiva  Edita “ista Apariencias Opciones Herramientas Yentana  Ayuda

Elige y Mueve
Arrastra 0 selecciona objetos (Esc)
Wista Algehraica Vista Grafica
= Objetos Libres 257 . . :
P a=52° 1 1 ]
= Ohjetos Dependientes : : :
-~ @ A={(-1,0) 1 . 1 '
-3 B=(0,0) 1 s : :
- @ B'=(-0.38,0.79) : : :
@ C=(-0.38,0) | | :
@ D=(1,0.79) 154 : : :
- @ E=(0.91,0) . . .
- @ F=(091,0.79) : : :
@ G=(157,0) y 1 1 ]
~@ H = (m0) D B F H H '
@ 1=(4.71,0 ! . : I —
—@ 4 =((6.28. 0}) Punto F: Punto de interseccion de b, g :
9 aix=-0.38 1 !
3 a,-079 Coordenadas Polares '
]
: :ZE:;Q #5d m C g|B ¥ “. Muestra Objeto 1
i ayioq T 2 o v A Muestra Rétulo ailfz
—@ et —
oi (kD y ¥ & Activa Rastro 1
@ c = 1 :
@ dir=-1 5 (& Copia en Campo de Entrada '
- @ e=0091 ]
@ f= Renombra '
Jox // Boma 1
iR Propledades de Objeto ... :l (=]

/4 Inicio
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a
S

funcion seno 1.ggb

Archiva Edita Vista Apatiencias Cpoiohes Herramientas Ventana Ayuda
A / . Propiedades de Objeto |z‘
it M ] e B ;
! 4sico i én - Seripti
Viota Algehraic DEH oo Color| Estilo | Algebra | Avanzado | Programa de Guién - Seripting| 0EE
= Objetos Libres A ®-Circunfarencia : :
@ a=52° =-Punto Nerore: ¥ K 1
= Dhjetos Dependientes @A Definicidn: ||ﬂlEfSeCE[h. a ‘ : :
@ A=(1,0) @B i ' '
@B-0.1) Lo Subtitilo; | MK H
-3 B'=(-0.38,0.79) o i :
~@ C=(-0.38,0) @0 Muestra Objetn 1 H
- @ D=(-1,079) @ E ] 1
@ E=(0.91,0) ~I3F ) H H
-3 F=(0.091,0.79) @G Seleccign Habilitada ' ;
- @ G=(1.57,0) @H 1 H
@ H=(m0) @l [7] Muestra Rétula: H H
@ 1=(4.71,0) e J : :
: ;-Z{f.is;ig] -Segmanto Muestra Rastro ' |
3 a,=079 Trigngulo : :
~@a =0 .
Angulo 1 1
-0 biy=079 L] objeta Fio i i
i Fy Fy
9 =062 2 2 | . b4 a2
Yer(x+ 1) +yi=1 [ Ohjeto Auwsiliar i i
=1 ] 1
@€ . 1 1
D dix= [ Muestra interseccidn acotada ! !
P e=091 ] ]
@ 1=0.91 ! !
D g x=0.91 —
g:x I j, Borra ] I Aplica Valores por Omision ] Cierra ! !
Entrada @

) FUNCIOM TANGEN... | f@® funcianes triganam. . funcion sena 1.agh R LS L 901

= Luego vamos al deslizador y movemos. Se puede observar que se forma la

funcién Sen(x).

i i i i
1 I 1 1
o N j : : :
i ] i ]
1 ' i |
] ] ] [ ]
i ' 1 i
#agy[50C o 1 G H il 1J

I-1'r.l‘2 |"I'l.f2 i ;rrﬂ 7211
/ | ' i / i
[} [} [} ]
1 ' 1 i
] ] ] L 1
] ] L] ]
—-”/ g i i / i
1 ' ] |
] ] ] [ ]
1 ] 1 1
L} L} L} 1

ACTIVIDAD

e Construir la animacién de la funcién sen(x) en el programa Geogebra.

¢ Identificar que elementos se deben variar para construir la funcién sen(x).
e ;CoOmo se mide la longitud de una circunferencia?

e ¢ Qué relacion existe entre el arco de una circunferencia y su angulo?

e ¢ Qué longitud representa el cateto opuesto al angulo en la funcion sen(x)?

154



e (Cudl es el periodo de la funcion sen(x)?

e ¢ Por qué la funcién sen(x) es acotada en el eje y y crece infinitamente en el

eje de las x?

SITUACION 2.1. CONSTRUCCION DE LA FUNCION SEN(X) EN PAPEL
MILIMETRADO.

Realizar la gréfica de la funcion sen(x) en el papel milimetrado siguiendo las

indicaciones dadas en clase.

SITUACION 3. ELEMENTOS DE LA FUNCION SEN(X).

Realiza las siguientes graficas en el programa Geogebra y completa el cuadro:

—

= i \]‘“\A”C

Graficas de la funcion sen(x).
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Funcién

F(x)=sen(2x+m)
F(x)=(1/2)sen(3x/4)
F(x)=3-sen(x/2)

F(x)=1+sen(x+ m)

Amplitud

Periodo fase Constante

fase

SITUACION 4. GRAFICAS DE LA FUNCION SEN(X).

Gréficas de funcion Sen(x).

de

Por grupos los estudiantes realizaran en el programa Geogebra la tabla y grafica

de cada funcion en un mismo plano cartesiano. Esto con el fin de que evidencien

como varia una funcion respecto a otra dependiendo de su estructura.

Cada grupo pasara al tablero y expondran sus graficas a los deméas compafieros,

para que estos observen como cambia una funcién cuando varia la amplitud, la

fase, constante de fase, si se le multiplica un valor por fuera de la funcion, si se

suma o se resta un coeficiente a la funcién, si la fase es dividida por un nimero,

etc.

GRUPO 1 Y=sen(x), y=(1/2)sen(x),
y=(1/3)sen(x), y=1+sen(x),
y=2+sen(x), y=3+sen(x)

GRUPO 2 Y=sen(x), y=sen(x+ T /2),
y=sen(x+ m ), y=sen(x+3 m /2),
y=sen(X+2 m)

GRUPO 3 Y=sen(x), y=sen(2x), y=sen(3x),
y=sen(x/2), y=sen(x/3)

GRUPO 4 Y=sen(x), y=(1/2)sen(x),
y=(1/3)sen(x), y=1-sen(x), y=2-
sen(x), y=3-sen(x)

GRUPO 5 Y=sen(x), y=sen(x-m/2), y=sen(x- m),

y=sen(x-3 m/2), y=sen(x-2 m)
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ANEXO 7. ACTIVIDAD 7. CONSTRUCCION DE LA GRAFICA DE LA FUNCION
COS(X).

SITUACION 1: APLICACIONES DE LA FUNCION COS(X).

¢Como se evidencia la funcion cos(x) en el estudio del movimiento

armoénico simple?

Para mayor informacion puedes dar click aqui:
http://teleformacion.edu.aytolacoruna.es/FISICA/document/fisicalnteractiva/mas/M
AS indice.htm

¢Como se evidencia la funcion cos(x) en el estudio de los terremotos y las

ondas que se propagan en el agua? Explica:

Para mayor informacion da click aqui: http://www.slideshare.net/leidyhm/material-

didctico-para-funciones-y-sus-aplicaciones

SITUACION 2: CONSTRUCCION DE LA FUNCION COS(X) EN EL PROGRAMA
GEOGEBRA.

CONSTRUCCION DE LA FUNCION COS(X) EN EL PROGRAMA GEOGEBRA.

El programa Geogebra, ademas de construir figuras, nos permite comprobar
propiedades geométricas. A partir del movimiento de objetos de una construccion
inicial (puntos, rectas, poligonos...), se obtiene otra construccion distinta en la que

se puede verificar si se mantiene la propiedad estudiada.

Para ello se van a utilizar las siguientes opciones del menu de la barra de

herramientas.
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;I Seleccionay desplaza objetos.
A
o
2l Nuevo punto.
i Recta que pasa por dos
puntos.
)
—' 4 Recta perpendicular.
O,
_—— 9 Circunferencia dados su
Centro y uno de sus Puntos.
i Angulo.
L
«1% A -
* Angulo dada su Amplitud.
T
* < Poligono.
.:,i
= Segmento dados punto

extremo y longitud.

a=2
vl Deslizador.

|: Desplaza Vista Gréfica.

/

Segmento entre dos puntos.

Semirrecta que pasa por dos

puntos.

&

Zoom de acercamiento.

=Y

Zoom de alejamiento.

" Expone/ Oculta objeto.

ABC
v Inserta texto.

S | _
Arco de circunferencia con

centro entre dos puntos.

“m
L]
u Circunferencia unitaria 0 solo trigonométrico de radio 1/ Circunferencia

dado su centro y uno de sus puntos.

Vamos a elegir el centro que este con la coordenadas (-1,0) y el punto para el

radio en todo el origen del plano cartesiano en las coordenadas (0,0).
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™2

a=2

v Deslizador /angulo/deslizador/ancho 360/aplica.

=447
*

a2

L]

““=| Click en el cuadro de opcion angulo/ angulo dada su amplitud.

Click izquierdo en el punto B, luego en el punto A, automaticamente aparecera un

recuadro. En este cambiamos la opcién 45° por a y dejamos la opcion sentido anti
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horario como esta. Aparecera un angulo, el cual al mover el punto del deslizador

este variara en la circunferencia.

=44

™2

.
— "4 Click recta perpendicular y le damos click en el punto B’ y en el eje de las

x

T

* 4 Click en poligono y le damos click a el punto A, B’, C y luego A otra vez,

aparecera una zona sombreada formando un triangulo rectangulo.
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=44

™2
05 |
.1_
'
—"4 Recta perpendicular B’ y eje y.
‘
— 4 Recta perpendicular Ay eje x.
= 44"
o
» t 5 ' "2

)

Arco de circunferencia con centro entre dos puntos/click entre A, BY B’
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dﬁv Angulo B, CY A

a=44°

L2 o -

Segmento dados punto extremo y longitud/click en el punto B/aparecera un

recuadro y le damos la distancia del arco, ejemplo e.

—"J Recta perpendicular y doble click en el punto E del segmento entre los

dos puntos.

e

Segmento entre dos puntos CB’.
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-T2

w2

Recta perpendicular al segmento AB’ y la situamos en el punto A.

En la interseccion del segmento AB’ y la circunferencia creamos un punto,
ejemplo F.

.
1 . . .
vl Luego trazamos dos rectas perpendiculares una al eje x y otra al eje y

que pasen por el punto F.
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1 e
B S
.5
[ B E
Ue o '
u] w2

A
°
Creamos el punto G/ '/- segmento entre dos punto GF.

Utilizamos el deslizador y observamos que a medida que varia el segmento AC su

longitud es igual a la del segmento GF.

1= 44
1 e
B &
.5
C B E
P o .
[u] ma

|

En la interseccion de las rectas q pasan por los puntos F y E, creamos nuevo

punto D.
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1 e
B 'D
s
[ B E
Do o '
u] 2

S~

Luego damos en click derecho/ vista grafica/ eje x/ distancia/ n/2/ graduaciones/

cierra. Ahora el eje de las x aparece seccionado por partes de a « /4.

L}
Zl Se trazan lineas perpendiculares en cada seccion de m /2.

44"

i tn a2 t2n

N
Ahora damos click derecho a D/ propiedades de objeto/ basico/ muestra rastro/

cerrar.

165



Archivo Edita Wista Apariencias Opciones Herramientas Ventana Ayuda

Elige y Mueve
Arrastra 0 selecciona objetos (Esc) -
vista Algebraica (== ==

R R . w w
@ B'=(-0.33,0.74) = : : :
@ C=(0.33,0) N i i i
3 D=(0.84, 0.67) H : H
- @ E=(0.84,0) H H H
@ F=(-1.74,0.67) PEFTY i :
- @ G=(-1.74,0) ¢ : H
@ H=(1.57,0) 2 : : :
@ | = (.0) H : :
@ J=(4.71,0) : H H
- @ K=(6.28,0) H : :
- A 0.33 = H H
@ a, =074 \JBJ_ D H ' H
3 : ! ! :
@ b:y— 0.67 Punto D: Punto de interseccién de h, b :

e (x+ 1) +yi= G #ae[90°C, | B Coorgenadas Polares H
@ €y = - -2 o an
S v “. Muestra Objeto H
@ ) v As Muestra Ritulo :
@ \__/ ) v & ctiva Rastra :
@ Copia en Campo de Entrada :
s Renombra é
3 /7 EBarra H

Entrada: ©

14 Inicio

FUNCION COSEN

¥ funcio

TAMGEMT,.. | T FU

Propiedades de Objeto ..

Archivo Edita Vista Apariencias Opciones Herramientas “entana Ayuda

l - Propiedades de Objeta |E‘
Wista Algebraica = Vist Obi:tus Basico | Color| Estilo| Algebra | svanzado | Programa de Guidn - Seripting| EEE

o vy ~ reo .
~@ B'=(-0.33,0.74) b Circunferencia Normbre |D ‘ L) !
- @ €=(-0.33,0) =-Punto H
-4 D={0.84,0.67) @A Definicién: |Intersecaln, bl | H
~@ E=(0.84,0) BB H
@ F=(-1.74,0.67) G Subtitulo; | | H
@ G=(-174,0) @ C H
@ H=(1.57,0) @D Muestra Ohjeto :
@1 =(m0) ~@E H
@ J=(471,0) @F , 4 |:
-@ K=(6.28,0) @G Seleceion Habilitada ||
. = “@H i
@l Muestra Rétula: H
@ J :
@K 1
Recia Mugstra Rastro :

Segmento =J

Triangulo [[] Objeto Fijo 2
) Angulo =1 1:
] Ohjeto Auxiliar
ol [:
[ J, Borra ] [ Aplica Valares por Ormisidn ] H
¢ _ | L] N : i

| §
Entrada EI

| TAMGENT. ..

funcién Cos(x).
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G {5AfE0C |58 E ‘él tH J" K
\ -T2 %D ;‘l'r.l?' ;n , ?m? ;211
P : o | :
: “~ ! e : :
\_,_/ -1-\ : * joo’ : :
N

ACTIVIDAD

e Construir la animacion de la funcidén cos(x) en el programa Geogebra.

¢ |dentificar que elementos se deben variar para construir la funcién cos(x).

e ;Qué longitud representa el cateto adyacente al angulo en la funcion
cos(x)?

e ¢ Cual es el periodo de la funcidén cos(x)?

e ¢ Por qué la funcion cos(x) es acotada en el eje y y crece infinitamente en el

eje de las x?

SITUACION 2.1. CONSTRUCCION DE LA FUNCION COS(X) EN PAPEL
MILIMETRADO.

Realizar la grafica de la funcion cos(x) en el papel milimetrado siguiendo las
indicaciones dadas en clase.

SITUACION 3. ELEMENTOS DE LA FUNCION COS(X).

Realiza las siguientes graficas en el programa Geogebra y completa el cuadro:
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T
ami2 27

Graficas de la funcion cos(x).

SITUACION 4. GRAFICAS DE FUNCION COS(X).
Graficas de funcion cos(x).

Por grupos los estudiantes realizaran en el programa Geogebra la tabla y grafica
de cada funcion en un mismo plano cartesiano. Esto con el fin de que evidencien

como varia una funcion respecto a otra dependiendo de su estructura.

Cada grupo pasara al tablero y expondran sus graficas a los demas compafieros,
para que estos observen como cambia una funcion cuando varia la amplitud, la
fase, constante de fase, si se le multiplica un valor por fuera de la funcion, si se
suma o se resta un coeficiente a la funcion, si la fase es dividida por un ndamero,

etc.
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GRUPO 1

Y=cos(x), y=(1/2)cos(x),
y=(1/3)cos(x), y=1+cos(x),

y=2+cos(x), y=3+cos(x)

GRUPO 2

Y=cos(x), y=Ccos(x+ 14 12),
y=cos(x+ m ), y=cos(x+3 m /2),

y=cos(X+2 m)

GRUPO 3

Y=cos(x), y=cos(2x), y=cos(3x),
y=co0s(x/2), y=cos(x/3)

GRUPO 4

Y=cos(x), y=(1/2)cos(x),
y=(1/3)cos(x), y=1-cos(x), y=2-
cos(x), y=3-cos(x)

GRUPO 5

Y=cos(x), y=cos(x-m/2), y=cos(x- m),

y=cos(x-3 m/2), y=cos(x-2 m)
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ANEXO 8. ACTIVIDAD 8. CONSTRUCCION DE LA GRAFICA DE LA FUNCION
TAN(X)

SITUACION 1: APLICACIONES DE LA FUNCION TAN(X).

Menciona tres ejemplos en donde se evidencie la trayectoria de la Funcion
Tan(x).

Para mayor informacion puedes visitar el siguiente link:

http://espanol.answers.yahoo.com/question/index?gid=20080510112819AAjgMDw

Realiza un esquema en donde se evidencie una aplicacion de la funcién

tan(x).

SITUACION 2: CONSTRUCCION DE LA FUNCION TAN(X) EN EL PROGRAMA
GEOGEBRA.

CONSTRUCCION DE LA FUNCION TAN(X) EN EL PROGRAMA GEOGEBRA.

El programa Geogebra, ademas de construir figuras, nos permite comprobar
propiedades geométricas. A partir del movimiento de objetos de una construccion
inicial (puntos, rectas, poligonos...), se obtiene otra construccion distinta en la que

se puede verificar si se mantiene la propiedad estudiada.

Para ello se van a utilizar las siguientes opciones del menu de la barra de

herramientas.

a=2

l_T/ Seleccionay desplaza objetos. 2 Deslizador.

o’ $
2 Nuevo punto. = Desplaza Vista Gréfica.
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o

2 Recta que pasa por dos

untos.

.
g Recta perpendicular.

N
M Circunferencia dados su

Centro y uno de sus Puntos.

.Angulo.

“L Angulo dada su Amplitud.

2 Poligono.

©

A

[ ]

/

Segmento entre dos puntos.

Semirrecta que pasa por dos

puntos.

&

Zoom de acercamiento.

=Y

Zoom de alejamiento.

" Expone/ Oculta objeto.

ABC
v Inserta texto.

Abrir programa Geogebra.

a=2
l_T, Ir a la herramienta deslizador, dar click en la vifieta del recuadro/ click en

deslizador/ click izquierdo en la ventana de trabajo o pantalla.

Posteriormente saldra un recuadro, damos en la opcidn angulo, automaticamente

el nombre del deslizador cambiara a a, en este mismo recuadro damos click en

deslizador y en la opcién ancho cambiamos el nimero que alli se encuentra por

360.
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i
(%)
]

L]
L]
l_T/ Click izquierdo en circunferencia dados su centro y uno de sus puntos.

Click izquierdo en el punto (0,0) del plano cartesiano (saldra el punto A), luego

arrastramos la circunferencia hasta el punto (1,0) (saldra el punto B).

o
[ o]
=

-

e Click en el cuadro de opcién angulo/ &ngulo dada su amplitud.
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Click izquierdo en el punto B, luego en el punto A, automaticamente aparecera un

recuadro. En este cambiamos la opcién 45° por a y dejamos la opcion sentido anti

horario como esta.

Aparecera un angulo, el cual al mover el punto a del deslizador este variara en la

circunferencia.

R
[ o]
]

B'=1(0.07,1.24)

T T
i ani2

2n

.
g Click recta perpendicular y le damos click en el punto B’ y en el eje de las x.

L.
=
Click en poligono y le damos click a el punto A, B’, C y luego a otra vez,

aparecer una zona sombreada formando un triangulo rectangulo.
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k2
o

®
i

B'=(0.97 1.24)

Click en recta perpendicular y damos en el punto B’y en el eje de las y.

@ Click en nuevo punto D y lo ubicamos en la interseccién que forma la recta

paralela que pasa por B’ y el eje de las y.

pz

mismo para C y B’.

Click en segmento entre dos puntos y damos en D y B’, luego hacemos lo

Luego damos en click derecho/ vista grafica/ eje x/ distancia/ n/2/ graduaciones/

cierra. Ahora el eje de las x aparece seccionado por partes de a « /4.

.
L1 ] , .
Zl Se trazan lineas perpendiculares en cada seccion de m /2.
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A
L]
Ahora dibujo un punto | en cualquier parte.

Haciendo doble click sobre | aparecera una ventana titulada redefine. Borramos

las coordenadas de los puntos y escribimos (a, tan (a)) y damos ok.

] ] ] ]
] n_ 1 ] ]
[] | 52 ] []
] +—& ¥ #
2 [] 1 ] []
7 L] 1 ] ]
] ] ] ]
] ] ] ]
[] ] ] []
] ] ]
.??, 1.24) H : H
] ] ] ]
(] ] ] ]
] ] ] ]
[] 1 1 []
] ] ] ]
] 1 1 ]
] ] ]
AE O) ] ] ]
2 I Eri2 I2r
] ] ]
] 1 ] []
] ] ] ]
] ] ] ]
] ] ] ]
] 1 ] []
] ] ] ]
[] 1 1 []
] ] ] ]
] ] ] ]
] ] ] ]

funcion tangente.ggh

Archiva  Edita Vista Apariencias Opciones Herramientas “entana Ayuda

Selecciona Objeto
Clic sobre objeto a seleccionar

3

Wista Algehrama

[_][_]ﬂ

\ista Grafica

==C

<3 G= (4. ?1 u;
& H=(6.28,0)
(@ 0= 49°
= Ohjetos Dependientes
3 A=(0,0)
@ B=1(0.8,0)
(3 B'=(0.52, 0.6)
@ C=(0.52,0)
(@ D= (0, 0.6)
2 1=(0.86, 1.15)
-0 arX =052
. a,=08

O by =06

@ b'=0.52

@ eixt+yi=10.64
€, =08

- @ d =052
D e=06
@ fix=1.57
-] EixXx=T
@ X =471
@ K =628
- @ poligono1=0.16
D = 49°

<

251

[ a°

|

Redefine

Funto |

|a, tan(a))

[ Fropiedades de Cbjeio ]

[ QK H Cancela H Aplica

-
m

i

@

- [

- -

24
TR 1 T

-

Entrada:

¥4 Inicio

funcion tangente. ggh

g{ FUNCION TAMGENTE. ..
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Ahora damos click derecho |/ propiedades de objeto/ basico/ muestra rastro/

cerrar.

funcion tangente.ggb

Archivo  Edita Vista Apariencias Opciones Herramientas  Ventana Awuda
Elige y Mueve
Arrastra o selecciona objetos (Esc) ~
Yista Algebraica @) \vista Grafica =
= Uy A 257 1 1 1 1
@ G=(4.71,0) = - 1 ! ! !
7 H=(6.28,0) u= o ' ' '
2 a=19° H H : :
= Ohjetos Dependientes 24 1 1 1 1
= 1 1 1 1
4 A=(0,0) H H H H
- @ B=(0.8,0) : : : :
3 B'=(0.52, 0.6) . H H : H
@ C=1(0.52,0) 1 1 ] 1
@ D=(0,0.6) : : : :
@ |=(0.86, 1.15) C ] 1 ]
O =052 14 Punta I: (g, tan(a)) ' : '
.y a,=08 1 1 1
1 1 1
O biy=06 | 5 Coordenadas Polares : : :
< ¥ Y Muestra Objeto 1 1 1
@ i 1 1 1
¥ A4 Muestra Rotulo ! ! !
@ 1 1 1
C v & Activa Rastro I s
b v 1 e 1
. @Cup\a en Campo de Entrada [} I L}
@ 1 1 1
3 Renamb : : :
@ 057 enombra 1 1 1
. ./ Borra ] ] 1
A 1 1 1
i - 1 1 1
¥ poligono1 =0.16 = FPropiedades de Objeto .. [} ] 1
-3 f=49° e B 1 1 1
Entrada: ®

{nicio

funcion tangente.ggh

Archiva  Edita Vista Apariencias Opciones Herramientas “entana Ayuda

il - Propiedades de Dhjeto

-
l

“ista Algebraica HEE V] Ohj(e:t.na i . Bésico Cu\nr" Estilo ” Algehra || Avanzado ” Programa de Guidn - Scriptingl ==L
= vy — ircunferencia

c, =08
d=0.52

[] Chjeto Fijo

@

V00000 O e VOO P OoleoOE
= =g
[}
(=]
o
n

x
-~ 1 ]
@ G=(4.71,0) D | . ! H
Mormbre: |1
& H=(6.28,0) pmbre | | : :
@ a=40° Definicisn: | (g, tan(x)) | : '
= Ohjetos Dependientes 1 1
3 A= (0,0) Subtitulo; | | ' !
B=(0.8,0) 1 ]
B’ =(0.52, 0.6) Muestra Ohjeta : :
C=(0.52,0) 1 1
D = (0, 0.6) i ! H
1= (0.86, 1.15) Seleccion Habilitada i H
ax =052 , H
~Segmento

b:y=0.6 ] 1
y = ~Texto 1 1
. ~Trigngulo ] Mugstra Rastro 1 '
- i 1 ]
cix”+y"=0.64 -Angulo 1 1
1 1

1

&

e

V

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1
a2
=06
:x 1.57 [ Obieto Auxiliar E
: 1
1
; [ /7 _Bora ] [ Aplica Yalores por Omisidn ] H
ii¥=6.28 = !
poligono1 = 0.16 | H T :
& p=49° v H H !

Entrada: ®

{nicio f Lo .
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a=2
—

v/ Luego vamos al deslizador y movemos. Se puede observar que se forma la

funcién tan(x).

tnj =
o
]

=

g

o

o
o
o
§
g

(1.36,0.79)

~ o o
i e ks el

@

%

]
SRR SR | GRUSRUNUN E PR S
]

o

--------};.%..
Ut:b“o

ACTIVIDAD

¢ Construir la animacion de la funcion tan(x) en el programa Geogebra.

¢ Identificar que elementos se deben variar para construir la funcion tan(x).
e (CoOmo se mide la longitud de una circunferencia?

e ¢ Qué relacion existe entre el arco de una circunferencia y su angulo?

e ¢ Qué longitud representa el cateto opuesto al angulo en la funcion tan(x)?

e ¢ Cual es el periodo de la funcién tan(x)?

SITUACION 2.1. CONSTRUCCION DE LA FUNCION TAN(X) EN PAPEL
MILIMETRADO.

Realizar la gréfica de la funcién tan(x) en el papel milimetrado siguiendo las

indicaciones dadas en clase.
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SITUACION 3. ELEMENTOS DE LA FUNCION TAN(X).

Realiza las siguientes graficas en el programa Geogebra y completa el cuadro:

Gréficas de la funcion tan(x).

Funcion Amplitud Periodo Fase Constante de

fase
F(x)=tan(2x+1)
F(x)=(1/2)tan(x/2)
F(x)=2-tan(x/3)

F(x)=2+tan(x+ m)

SITUACION 4. GRAFICAS DE FUNCION TAN(X).
Gréficas de funcién Tan(x).

Por grupos los estudiantes realizaran en el programa Geogebra la tabla y grafica
de cada funcién en un mismo plano cartesiano. Esto con el fin de que evidencien

como varia una funcion respecto a otra dependiendo de su estructura.
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Cada grupo pasara al tablero y expondran sus graficas a los demas comparieros,
para que estos observen como cambia una funcion cuando varia la amplitud, la
fase, constante de fase, si se le multiplica un valor por fuera de la funcion, si se

suma o se resta un coeficiente a la funcién, si la fase es dividida por un nimero,

etc.

GRUPO 1 Y=tan(x), y=(1/2)tan(x),
y=(1/3)tan(x), y=1+tan(x),
y=2+tan(x), y=3+tan(x)

GRUPO 2 Y=tan(x), y=tan(x+m/2), y=tan(x+ m),
y=tan(x+3 m/2), y=tan(x+2 m)

GRUPO 3 Y=tan(x), y=tan(2x), y=tan(3x),
y=tan(x/2), y=tan(x/3)

GRUPO 4 Y=tan(x), y=(1/2)tan(x),
y=(1/3)tan(x), y=1-tan(x), y=2-tan(x),
y=3-tan(x)

GRUPO 5 Y=tan(x), y=tan(x-m/2), y=tan(x- m),
y=tan(x-3 t/2), y=tan(x-2 m)
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9. CONTENIDOS

EL MARCO TEORICO TIENE EN CUENTA LA
DEFINICION, ELABORACION Y PLANIFICACION
DE UNA UNIDAD DIDACTICA, LA ENSENANZA Y
APRENDIZAJE DE LA TRIGONOMETRIA,
MODELO DE VAN HIELE Y SUS NIVELES,
ADEMAS DE LOS CONTENIDOS DE FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS.

LA METODOLOGIA ENGLOBA TODO AQUELLO
RELACIONADO CON LA POBLACION, MUESTRA
Y LAS DIFERENTES FASES DE LA
INVESTIGACION.

PARA FINALIZAR, ANALISIS DE RESULTADOS
DE LAS FASES DE EJECUCION Y
OBSERVACION DE LAS ESTRATEGIAS, AL
IGUAL QUE LAS CONCLUSIONES,
RECOMENDACIONES, ANEXOS Y
BIBLIOGRAFIA.

10.METODOLOGIA

EL PROYECTO SE CENTRA EN UNA
METODOLOGIA DE INVESTIGACION ACCION,
YA QUE SU FINALIDAD RADICA EN REALIZAR
UNA INTERVENCION A UN PROBLEMA
PRACTICO DE LA EDUCACION MATEMATICA,
ESPECIFICAMENTE EN EL AMBITO DE LA
DIDACTICA DE LAS MATEMATICAS.

11. CONCLUSIONES

ES GRATIFICANTE PERCIBIR QUE LAS
ACTIVIDADES ELABORADAS TIENEN UN
IMPACTO POSITIVO EN LOS EDUCANDOS. AL
MISMO TIEMPO QUE FAVORECEN LA
COMPRENSION DE LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS Y EVIDENCIAR COMO EL
MANEJO DE LA OVA CONTRIBUYE CON EL
TRABAJO AUTONOMO, EN TANTO QUE BRINDA
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A LOS ESTUDIANTES LA OPORTUNIDAD DE
INTERACTUAR CON LA TECNOLOGIA; AUNQUE
NO TODOS LOS ESTUDIANTES TIENEN
ACCESO A LOS RECURSOS TECNOLOGICOS,
LO CUAL DIFICULTA EL DESARROLLO DE UN
TRABAJO VIRTUAL MAS EFICAZ.

12. FECHA DE DIEZ DE ABRIL DE DOS MIL QUINCE
ELABORACION
10/04/2015
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