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INTRODUCCION

La econofisica es un nuevo campo de conocimiento que se encarga de aplicar mo-
delos y usar herramientas desarrolladas en la fisica para analizar fendbmenos econé-
micos y financieros'. De esta manera, busca dar explicacion a eventos econémicos
mediante el uso de herramientas que han sido originalmente desarrolladas en mate-
ria condensada y en fisica estadistica. Los desarrollos empiricos y tedricos en esta
disciplina, han logrado emplear modelos basados en agentes (MBA) para estudiar
distribuciones empiricas de riqueza, lo que se conoce con el nombre de modelos
cinéticos de distribucion?.

Los MBA han tenido éxito al encontrar la forma de la distribucion de riqueza empirica
por medio de simulaciones computacionales®. Gracias a ello es posible analizar la
desigualdad a partir de las interacciones entre los actores econémicos y abren la
puerta a estudios mas complejos que analicen el impacto de politicas de Estado en
la reduccién de la desigualdad, es decir, esta es una técnica que se puede extrapolar
para estudiar fenémenos que afecten la distribucion de riqueza®*. Los MBA son una
forma ideal de modelar sistemas econémicos y estudiar el impacto de politicas de
Estado antes de aplicarlas, y de esta forma, asegurar el bienestar de los sistemas
econdmicos actuales sin arriesgar el futuro de la economia.

Basados en los MBA estan los modelos cinéticos de distribucion de dinero usados
para describir sistemas econémicos asemejandolos a un gas ideal, considerando
un sistema cerrado aislado donde el dinero total M y el nUmero total de agentes N
es fijo. Aunque esta condicion no es estrictamente realista, tiene una validez condi-
cionada debido a que la cantidad de dinero disponible en un pais es regulada por
el banco central, que emite dinero regularmente en cantidades mucho menores al
dinero circulante, por ejemplo, Colombia en el afio 2016 disponia de 67.3 billones de
pesos de dinero y el Banco Central emitié 4.7 billones de pesos adicionales lo que

'SCHINCKUS, Christophe. «Is econophysics a new discipline? The neopositivist argument». En:
Physica A: Statistical Mechanics and its Applications 389.18 (2010), pags. 3814-3821.

2CHAKRABORTI, Anirban y col. «<Econophysics review: Il. Agent-based models». En: Quantitative
Finance 11.7 (2011), pags. 1013-1041.

3GARCIA, José Ignacio y Valdecasas Medina. «La simulacién basada en agentes: una nueva
forma de explorar los fendmenos sociales». En: Revista Espariola de Investigaciones Socioldgicas
(REIS) 136.1 (2011), pags. 91-109.

4LARROSA, Juan Manuel. «Agentes computacionales y analisis econémico». En: Revista de Eco-
nomia Institucional 18.34 (2016), pags. 87-113.
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representa alrededor del 7% del aumento del dinero en circulacion®.

En el sistema no se genera ni se exporta ningun bien y la Unica actividad econémi-
ca esta relacionada con el comercio, donde cada agente 4, individuo o corporacion,
posee dinero m;. En una transaccién, un par de comerciantes i y j intercambian
su dinero aleatoriamente, de manera que su dinero total se conserva (localmen-
te) y ninguno termina con dinero negativo, lo que equivale a no considerar deuda
en el sistema®. De la dinamica de estos sistemas emergen distribuciones de Bol-
tzmann Gibbs, Gamma, Pareto, entre otras, resultado de modelos propuestos por
autores como: Dragulescu y Yakovenko’, Chakraborti y Chakrabarti®, y cuyos resul-
tados fueron verificados por medio de datos empiricos en Estados Unidos®, la Unién
Europea'?, Italia'", entre otros.

Este enfoque es posible gracias a la creciente capacidad de simulaciéon de los or-
denadores y a los métodos matematicos desarrollados en el area de los sistemas
complejos, demostrando éxitos notables en la comprension del comportamiento de
sistemas con un gran numero de agentes que evolucionan e interaccionan fuerte-
mente entre si. Por esta razén, es viable desarrollar un modelo basado en agentes
para estudiar comportamientos enddgenos en sistemas econdémicos donde actua
una entidad financiera; la investigacién permite sugerir politicas de Estado que pue-
dan ser adoptadas para la reduccion de la desigualdad.

En consecuencia, el propdsito de esta investigacion es describir, por medio de simu-
laciones, qué sucede con la distribucion de dinero entre agentes que ahorran una

SBANCO DE LA REPUBLICA. Estadisticas de produccion y circulacién de billetes y monedas.
Mayo de 2019. URL: https://www.banrep.gov.co/es/estadisticas/produccion-circulacion-
de-billetes-y-monedas.

8CHAKRABORTI y col., «Econophysics review: Il. Agent-based models», dp.cit., pag. 2.

"DRAGULESCU, Adrian y Yakovenko, Victor M. «Statistical mechanics of money». En: The Euro-
pean Physical Journal B-Condensed Matter and Complex Systems 17.4 (2000), pags. 723-729.

8CHAKRABORTI, Anirban y Chakrabarti, Bikas K. «Statistical mechanics of money: how saving
propensity affects its distribution». En: The European Physical Journal B-Condensed Matter and Com-
plex Systems 17.1 (2000), pags. 167-170.

SCLEMENTI, Fabio y Gallegati, Mauro. «Pareto’s law of income distribution: Evidence for Germany,
the United Kingdom, and the United States». En: Econophysics of wealth distributions. Springer,
2005, pags. 3-14.

0JAGIELSKI, Maciej y Kutner, Ryszard. «Modelling of income distribution in the European Union
with the Fokker—Planck equation». En: Physica A: Statistical Mechanics and its Applications 392.9
(2013), pags. 2130-2138.

"CLEMENTI, Fabio y Gallegati, Mauro. «Power law tails in the Italian personal income distribution».
En: Physica A: statistical mechanics and its applications 350.2-4 (2005), pags. 427-438.
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parte de su dinero en un banco que tiene la particularidad de suplir algunas deudas.
A fin de comparar los resultados, se usan los MBA para estudiar la variaciéon en los
indices de desigualdad al incluir en el sistema una entidad financiera que maneja
diferentes tasas de colocacién y de captacion.

Se ha demostrado el éxito de este método para estudiar la distribucidén del dinero, el
ingreso y la riqueza, que inclusive al cambiar entre periodos histéricos, sociedades
o estructuras econdémicas, tienen algunas caracteristicas robustas y estables inde-
pendientes de la economia especifica'?. Al trabajar en esta direccion, se considera
que el sistema econdmico es complejo ya que se compone de agentes que tienen
caracteristicas diferentes y habitlan su conducta para mejorar sus resultados, lue-
go, producto de estas interacciones individuales, emergen propiedades enddgenas
en el sistema’s.

A pesar de que la economia es estudiada en su mayoria por economistas, ma-
tematicos vy fildsofos, la econofisica aporta un enfoque diferente y novedoso para
describir comportamientos en las distribuciones de dinero, ingreso, compra y venta
de bienes. Esto ha sido resultado del estudio y la aplicacién de MBA, siendo esta
una técnica de modelado ideal para abstraer informacion de un sistema real. Los
MBA se caracterizan por tener un grupo de agentes (personas, animales, atomos,
células, etc) que interactian con unas reglas sencillas bien definidas para la toma
de sus decisiones. En este sentido, Cardoso afirma que "los MBA son herramientas
utiles para estudiar el comportamiento que emerge de un sistema complejo como
resultado de las caracteristicas de los componentes del sistema y el funcionamiento
de los mismos"™.

El trabajo pionero realizado por Dragulescu y Yakovenko' modela un sistema eco-
némico donde agentes intercambian dinero de forma andloga a las particulas que
intercambian energia en un gas ideal, estas interacciones conducen a un estado

12CHAKRABARTI, Anindya S y Chakrabarti, Bikas K. «Statistical theories of income and wealth
distribution». En: Economics: The Open-Access, Open-Assessment E-Journal 4.2010-4 (2010),
pags. 1-31.

1SPATRIARCA, M y col. «<Econophysics studies in Estonia». En: arXiv preprint arXiv:1006.3708
(2010).

14CARDOSO, Carolina; Bert, Federico y Podesta, Guillermo. «Modelos Basados en Agentes
(MBA): definicién, alcances y limitaciones». En: Instituto Interamericano para la investigacion del
cambio global (2011), pag. 3.

1SDRAGULESCU y Yakovenko, «Statistical mechanics of money», 6p.cit.
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de equilibrio donde la distribucion de dinero no cambia'®. La implementacion se
hace numéricamente a través de simulaciones, en donde los agentes interactian
mediante reglas de intercambio hasta alcanzar una distribucién de equilibrio. El pri-
mer articulo publicado, titulado Mecéanica Estadistica del Dinero, demostrdé que al
considerar un sistema econdémico cerrado con esta dinamica, de las simulaciones
computacionales emerge una distribucién de Boltzmann-Gibbs. En un trabajo pos-
terior Chakraborti y Chakrabarti'” consideraron en cada intercambio una restriccion,
al permitir que cada agente tuviera una fraccién de dinero libre de riesgo que no
estaba expuesta en el intercambio; en ella las distribuciones de dinero en el equili-
brio son distribuciones Gamma, donde los parametros de la funcién distribuciéon son
dependientes de la fraccidén de dinero libre de riesgo. Modelos recientes, proponen
una mejora al modelo considerando una entidad (gobierno) que recaude impuestos
de la poblacion y lo redistribuya en el sistema como lo proponen Guala'® y Diniz-
Mendes'®.

Este estudio es particularmente conveniente para un pais como Colombia que, pa-
ra el afno 2016 segun estadisticas del banco mundial, fue catalogado como el pais
mas desigual con un indice de Gini de 50,8 %2°. El indice de Gini es la medida de
desigualdad de ingreso mas comun y mide hasta qué punto la distribucion (o, en
algunos casos, el gasto de consumo) entre individuos u hogares dentro de una eco-
nomia, se aleja de una distribucion perfectamente equitativa asignando un valor de
0 cuando todos los individuos tienen la misma riqueza (equidad perfecta) y 1 cuando
un individuo tiene toda la riqueza del sistema (representado en porcentajes seria de
0% a 100 %). A partir de lo anterior, es evidente que en Colombia se requieren es-
trategias que disminuyan la inequidad. Por este motivo, el siguiente trabajo pretende
estudiar el efecto que tiene una entidad financiera en una economia cerrada, en la
que agentes intercambien dinero aleatoriamente a partir de algunas reglas que imi-
tan el funcionamiento real de una entidad financiera.

16VALVERDE Caramés, Pedro. «Mecanica estadistica del dinero: distribucién de Boltzmann-Gibbs,
consecuencias termodinamicas de la limitacion en las transacciones econémicas». En: (2014).

7CHAKRABORTI y Chakrabarti, «Statistical mechanics of money: how saving propensity affects
its distribution», 6p.cit.

18GUALA, Sebastian. «Taxes in a wealth distribution model by inelastically scattering of particles».
En: Interdisciplinary Description of Complex Systems: INDECS 7.1 (2009), pags. 1-7.

SDINIZ, M y Mendes, FM. «Effects of taxation on money distribution». En: International Review of
Financial Analysis 23 (2012), pags. 81-85.

20BANCO MUNDIAL. Base de datos sobre pobreza y desigualdad. Jul. de 2016. URL: http://

databank.bancomundial.org/data/reports.aspx?source=2&Topic=11.
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La investigacion se encamina en el estudio de la influencia de una entidad finan-
ciera con intereses de captacién y colocacion predeterminados en un grupo con N
agentes, por tal motivo el trabajo se dispone de la siguiente manera: en la primera
seccion se realiza una revision de los modelos cinéticos de distribucién de dinero y
se presentan las distribuciones Boltzmann-Gibbs, Gamma y Pareto que se han en-
contrado, asi mismo se muestra el lenguaje de programacion utilizado para realizar
la simulacién, y las diferentes formas de medir la desigualdad. Seguidamente, en la
segunda seccion se detalla la metodologia de investigacion, en la tercera seccion
se muestran los resultados, haciendo una comprobacion de las distribuciones que
diferentes autores encontraron junto a la construccion del programa que modela el
sistema econdmico que se estudia.

En conclusion, se comprueba que la distribucién de Boltzmann-Gibbs, para los tres
intercambios propuestos por Dragulescu y Yakovenko, se ajusta a una economia
simulada por medio de los MBA. Asi mismo, en el modelo de Chakraborti y Cha-
krabarti, cuando se tiene en cuenta propension marginal al ahorro, para valores de
A grandes, la curva de Lorenz se acerca a linea de igualdad, es decir, cuando los
agentes no arriesgan una fraccion mayor de su dinero el indice de gini es menor.
También, se encuentra que al incluir una entidad financiera ésta acumula el dine-
ro del sistema (Mg — M) en un tiempo denominado tiempo de saturacién ¢, y la
evolucién temporal del dinero se ajusta a una funcién logistica. Ademas, cuando las
tasas de interés son muy cercanas (¢ — «), el tiempo de saturacion se incrementa
exponencialmente (¢,() = DyeP1#).
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1. MARCO REFERENCIAL

1.1. MODELOS BASADOS EN AGENTES

Los MBA son métodos de modelado y simulacién computacional para el estudio de
la organizacién y dindmica de sistemas complejos, con ellos se puede construir una
sociedad artificial integrada por agentes autbnomos y heterogéneos, que interactuan
de modo no trivial de acuerdo a reglas bien definidas. Las simulaciones computacio-
nales permiten examinar en tiempo real la interaccién dinamica entre los agentes y
recrear el proceso por el cual emergen patrones y estructuras en el entorno macro,
que no son predecibles a parir de propiedades de los agentes en el entorno micro?'.

Estos modelos permiten crear sistemas complejos semejantes a los de la realidad
desde un enfoque novedoso, partiendo de lo mas simple y afiadiendo reglas cada
vez mas elaboradas con el fin de caracterizar sistemas reales. En general los MBA
presentan las siguientes caracteristicas:

Estan compuestos por individuos heterogéneos.

Se pueden adaptar a los cambios en el entorno.

El espacio geografico puede tener una influencia significativa.

Existen redes sociales de interaccion.

Permiten el analisis profundo de la relacién existente entre los atributos y com-
portamientos de los individuos (la ‘micro-escala’) frente a las propiedades glo-
bales del grupo (la ‘macro-escala’)?.

21ZOYA, Leonardo Gabriel Rodriguez y Roggero, Pascal. «<Modelos basados en agentes: aportes
epistemolégicos y tedricos para la investigacion social». En: Revista mexicana de ciencias politicas
y sociales 60.225 (2015), pags. 227-261.

22]ZQUIERDO, Luis Ry col. «<Modelado de sistemas complejos mediante simulacion basada en
agentes y mediante dinmica de sistemas». En: Empiria. Revista de metodologia de ciencias sociales
16 (2008), pags. 85-112, pag. 100.
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1.2. MODELOS CINETICOS DE DISTRIBUCION DE DINERO

Como se ha expuesto, los modelos cinéticos de distribucidon de dinero plantean una
situaciéon analoga a la que se presenta en un gas ideal de particulas interactuantes
en un sistema cerrado, donde los agentes econémicos intercambian dinero de la
misma forma que las particulas intercambian energia por medio de choques elasti-
cos. Al igual que la energia cinética, el dinero se distribuye aleatoriamente de modo
qgue es imposible predecir cuanto dinero va a tener cada agente; en cambio, lo que
se puede conocer son las caracteristicas que emergen al analizar el sistema como
un todo, por ejemplo a partir de las interacciones entre los individuos se puede cal-
cular la funcién densidad de probabilidad y ajustarla a distribuciones conocidas. Los
trabajos méas destacados en esta linea son los de Dragulescu y Yakovenko?® y Cha-
kraborti y Chakrabarti®*, obteniendo distribuciones de Boltzmann-Gibbs y Gamma
en sus resultados; los detalles se exponen a continuacioén.

1.2.1. Distribucion de Boltzmann-Gibbs: Dragulescu y Yakovenko

En el trabajo pionero, presentado por Dragulescu y Yakovenko en el afio 2000, se
estudia un sistema conformado por muchos agentes econémicos (N > 1) que se
pueden considerar como individuos o empresas, donde N es un valor fijo y a cada
agente ¢ se le asigna un dinero m,. Dos agentes i y j interactian al hacer una
transaccion de una cantidad Am de dinero, el ganador aumenta su capital en la
misma medida que el perdedor disminuye su dinero, es decir, se conserva el dinero
en cada transaccion.

[m;, m;] — [m;,m;} = [m; — Am,m; + Am)]. (1.1)

Como la conservacion de dinero es analoga a la conservacién de energia en las co-
lisiones elasticas que modelan un gas ideal, la suma del dinero de ambos agentes
antes y después de la transaccién es la misma

2DRAGULESCU y Yakovenko, «Statistical mechanics of money», ép.cit.
24CHAKRABORTI y Chakrabarti, «Statistical mechanics of money: how saving propensity affects
its distribution», ép.cit.
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m; +mj = m; +mj, (1.2)

es asi como se considera un sistema econdémico cerrado aislado, es decir, no hay
flujo externo de dinero y la cantidad total M en el sistema es conservado.

Figura 1: Histograma y puntos: distribucion de probabilidad estacionaria de dinero
P(m). Curvas sélidas: se ajustan a la Boltzmann-Gibbs

N=500, M=5*10°, time=4+10°.
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Fuente:DRAGULESCU, Adrian y Yakovenko, Victor M. The European Physical Jour-
nal B-Condensed Matter and Complex Systems 17.4 (2000), pag. 724

Ademas, en estas simulaciones se impone la condicion de no permitir deuda, esto
quiere decir que m; > 0; algo parecido a lo que sucede con la energia cinética en
los atomos de un gas ¢; > 0. Al sistema se le puede asociar una funcién densi-
dad de probabilidad P(m) que depende de las interacciones de los atomos o los
multiples intercambios que realizan los agentes, en consecuencia la probabilidad de
que un agente tenga dinero entre m y m + dm es igual a N P(m)dm. La distribu-
cidn estacionaria de P(m) corresponde a un estado de equilibrio termodinamico, en
donde el dinero de un agente individual fluctua fuertemente pero la distribucidén de
probabilidad P(m) no cambia.

Esta distribucion de probabilidad es conocida como la ley fundamental de la mecé-
nica estadistica del equilibrio y es la ley de Boltzmann-Gibbs, que establece que la
distribucion de probabilidad de energia ¢ es?®

25DRAGULESCU y Yakovenko, «Statistical mechanics of money», ép.cit.
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P(e) = Ce_a/T, (1.3)

donde T es la temperatura y C es una constante de normalizacién.

Por lo tanto, para implementar numéricamente este modelo se seleccionan pares de
agentes al azar que compiten por una fraccion Am de su dinero que, al final de la
transaccién, es transferida del perdedor al ganador; si el perdedor no tiene suficiente
dinero para pagar (m; < Am), entonces la transaccion no se realiza, y se vuelve a
tomar otro par de agentes.

En el modelo desarrollado por Dragulescu y Yakovenko se plantean 3 tipos de reglas
diferentes para negociar en las simulaciones: la primera es realizar un intercambio
Am de una cantidad constante, por ejemplo Am = 1. El segundo intercambio es
una fraccién aleatoria del dinero promedio del par de agentes involucrados Am =
e(m";mf), donde la fraccién aleatoria se distribuye uniformemente entre 0 < ¢ < 1.
La tercera forma de intercambiar es una fraccion aleatoria del dinero promedio del
sistema: Am = e(4}); encontrandose que la distribucion estacionaria final de las tres
reglas es la misma y se muestra en la Figura 1.

En este trabajo se introduce la entropia como un indicador de que el sistema alcan-
za su estado de equilibrio, en donde la funcién de distribucién permanece estable.
En el modelo de Dragulescu y Yakovenko la distribucion de Boltzmann-Gibbs es pre-
cisamente, la que garantiza maxima entropia en el sistema?®.

26CARAMES, Pedro Valverde. «Econofisica. Mecanica estadistica del dinero: consecuencias ter-
modinamicas de la limitacién en las transacciones econémicas». En: Economia Espafiola y Protec-
cion Social 7 (2015), pags. 71-103.
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Figura 2: Evolucién temporal de la entropia

Entropy, S

0 500 1000 1500 2000
Time, t

Fuente:DRAGULESCU, Adrian y Yakovenko, Victor M. The European Physical Jour-
nal B-Condensed Matter and Complex Systems 17.4 (2000), pag. 725

En la implementacion, Dragulescu y Yakovenko calcularon la entropia bajo la restric-
cién de la conservacion del dinero de la siguiente manera:
>Ny, N,
=—) —In(— 1.4
S = N H(N)’ ( )
donde N es el total de agentes, b el intervalo (caja) y N, es el nUmero de agentes
que hay por intervalo.

En la figura 2, se puede observar la evolucion de la entropia para dos intercambios
diferentes, la curva de arriba para el intercambio de una fraccidén aleatoria del dinero
, . M . . .
promedio en el sistema Am = e— y la curva de abajo para un intercambio de una
cantidad fija Am = 1. La escala de tiempo para la curva inferior es 500 veces mayor.
Esto muestra que aunque tengan intercambios diferentes, el sistema eventualmente
llegara al estado de maxima entropia a pesar de que en algunos intercambios se
tardara mas tiempo que en otros.
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1.2.2. Distribucion gamma: Chakraborti y Chakrabarti

Chakraborti y Chakrabarti, en un trabajo?’ cercano al de Dragulescu y Yakovenko?®,
proponen un modelo diferente donde los agentes no intercambien la totalidad de su
dinero, sino que cada agente i guarde una fraccion de su dinero en cada transaccion,
es decir, que se genere una tendencia al ahorro o una propensién al ahorro \ fija
para todos lo agentes del sistema.

De esta forma, se considera un sistema econémico cerrado donde la cantidad total
de dinero M se conservay el nimero de agentes econémicos N es fijo. Cada agente
econoémico i, el cual puede ser un individuo o una empresa, posee dinero m; y, al
igual que en el caso anterior, puede intercambiar una cantidad Am de dinero con
cualquier otro agente a través de alguna operacion manteniendo la cantidad total de
dinero de ambos agentes conservado. En esta simulacion se considera la condicion
de que en las interacciones cada agente econdmico guarde una fraccién A (fija e
igual para todos los agentes del sistema) de su dinero m; e intercambie una parte
aleatoria de la restante.

Para implementar esta simulacion, se eligen aleatoriamente dos agentes i y j, con
dinero m; y m; respectivamente. Interactian al intercambiar una fraccion aleatoria
del dinero que no es expuesto al intercambio, es decir,

Am; = e(1 — \)(m; +m;), (1.5)

Am; = (1 —¢€)(1 = N)(m; +my), (1.6)

siendo € una fraccién aleatoria distribuida uniformemente entre 0 y 1 y A la propen-
sion al ahorro fijo en el sistema, de tal forma que se cumplen las condiciones:

m; = Am; + Am, (1.7)

m; = )\mj + Am]‘, (1 -8)

donde m; y m/; representa el dinero de los agentes i y j después de la transaccion.
Al igual que el caso anterior se conserva el dinero, situacion que se demuestra en el

2"CHAKRABORTI y Chakrabarti, «Statistical mechanics of money: how saving propensity affects
its distribution», ép.cit.
28DRAGULESCU y Yakovenko, «Statistical mechanics of money», ép.cit.
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Anexo A.Este proceso se repetira las veces que sean necesarias hasta alcanzar la
distribucion de equilibrio que depende de la propension al ahorro y se muestra en la
Figura 3.

Figura 3: Distribucion estacionaria de dinero para distintos lambda
0.03 533

= N=250,T=100
| =08 = N=500,T=100
& ~ N=1000,T=100
+ N=1000,T=10000

m/T

Fuente:CHAKRABORTI, Anirban y Chakrabarti, Bikas K. The European Physical
Journal B-Condensed Matter and Complex Systems17.1 (2000),pag. 168

1.2.3. Distribuciéon de Pareto: Ley de potencias

La ley o principio de Pareto también conocida como la regla 20/80, llamada asi en
honor al economista, fildsofo y socidlogo Vilfredo Federico Pareto (1848-1923) quien
la enuncid por primera vez en su trabajo Cours d’Economie Politique?®, caracteriza
una sociedad que se divide entre las pocas personas de ingreso alto y las muchas
de bajo ingreso, algo tipico en cualquier pais donde menos del 20 % de la poblacion
posee alrededor del 80 % de la riqueza. Para poblacién de muy alto ingreso, Pare-
to encontré de manera empirica la distribucion de riqueza que se ajusta a una ley
de potencias, el resto de la poblacion de bajo ingreso, en efecto la mayoria, clara-
mente siguen una ley diferente, identificada recientemente como la distribucién de
Boltzmann Gibbs, que se menciona en la seccion 1.2.1.

29PARETO, Vilfredo. Cours d’économie politique. Vol. 1. Librairie Droz, 1964.
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Figura 4: Distribucién estacionaria de dinero P(m) en el modelo para lambda distri-
buido. En el recuadro se muestra que el pico mas probable m, tiende a 0

0
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14V =20
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Fuente: CHATTERJEE, Arnab; Chakrabarti, Bikas K y Manna, SS. Physica A: Sta-
tistical Mechanics and its Applications 335.1-2 (2004), pag. 158

Chatterjee, Chakrabarti y Manna®® idearon un modelo donde simulan numéricamen-
te un gas ideal asociado a un mercado comercial donde cada agente es identificado
como una molécula del gas y cada comercio como una transaccién de dinero o cho-
que elastico entre dos cuerpos. Este modelo, muy similar al expuesto en la seccion
1.2.2, también hace uso del factor A (0 < X\ < 1) para generar una propension al
ahorro donde cada agente comercia sin la necesidad de usar todo su dinero sino
gue mas bien se guarda una parte para él. A diferencia del modelo en la seccion
1.2.2 este factor lambda, no es fijo ni igual para todos, se distribuye en los agentes
de forma aleatoria, es decir, los agentes guardan una parte de su dinero y cada uno
una fraccién distinta.

S0CHATTERJEE, Arnab; Chakrabarti, Bikas K y Manna, SS. «Pareto law in a kinetic model of
market with random saving propensity». En: Physica A: Statistical Mechanics and its Applications
335.1-2 (2004), pags. 155-163.
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Figura 5: Distribucién empirica de USA y Japdn
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Fuente: CHATTERJEE, Arnab; Chakrabarti, Bikas Ky Manna, SS. Physica A: Sta-
tistical Mechanics and its Applications 335.1-2 (2004), pag. 162

Como se puede observar en la figura 4, con este modelo se obtiene la distribucion
de Pareto, la cual se ajusta a una ley de potencias de la forma P(m) oc m~(1+?)
encontrada empiricamente en USA en 1997 y Japdn en el 2000, resultados que
se muestran en la figura 5 para la distribucion acumulativa Q(m) = [.>° P(m)dm de
riqgueza m donde el grupo de bajo ingreso sigue la ley de Gibbs (regién sombreada)
y el resto de la poblacion mas rica (alrededor del 5 %) sigue la ley de Pareto.

1.2.4. Efecto de los impuestos

Desde los afos ochenta, los investigadores en econofisica se han interesado por
entender la tendencia que tiene la riqueza de fluir hacia las manos de los que son
desproporcionalmente mas ricos®'. La propuesta de Dragulescu y Yakovenko po-
tencia el método de la simulacion de modelos cinéticos, y los expone como una
herramienta para estudiar la dindmica de sistemas econdmicos que muestran carac-
teristicas de una economia real. Desde ese tiempo, se han creado muchos modelos
con reglas de interaccién econdmica bajo condiciones de conservacion en sistemas

STANGLE, John. «The surplus theory of social stratification and the size distribution of personal
wealth». En: Social Forces 65.2 (1986), pags. 293-326.
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cerrados, es decir, las interacciones son de suma cero y ocurren entre pares de
agentes, que son elegidos aleatoriamente y pertenecen al mismo sistema.

Figura 6: Coeficiente de Gini en el modelo de un impuesto fijo de transferencia de

dinero
1.0
. \\
0.6\\ &

0.4 ‘
\ Cz;

0

0810

I 0810
04

ot 0
ooz 0

ozl —— ]
100

o
0220
000

.
02l . %

Tax
T
o
oqi“

0.0 ) i . .
00 01 02 03 04 05 06 07

Savings

bg—’______A ovTo

0.9

Fuente: DINIZ, M y Mendes, FM. International Review of Financial Analysis 23
(2012), pag. 168

Sin embargo, la mayoria de los trabajos realizados por Dragulescu y Yakovenko®?,
Chakraborti y Chakrabarti®3, Silver y Takamoto®* no asumen la existencia de un “go-
bierno” que recaude algun impuesto de la poblacion y lo devuelva al sistema tiempo
después en forma de bienes o servicios; solo Guala® propone una mejora al mo-
delo de Dragulesku, considerando interacciones inelasticas en un sistema cerrado
donde, la energia perdida por colisiones se capturan en otras moléculas, eso con el
objetivo de emular los impuestos pagados en cada transaccién comercial y luego su
redistribucion en el sistema.

Un articulo posterior, presentado por Diniz y Mendes®®, estudia el cambio en los
indices de desigualdad generada por el recaudo de los impuestos. La medida de
inequidad se hace por medio del indice de Gini, que es el coeficiente estandar para

32DRAGULESCU y Yakovenko, «Statistical mechanics of money», 6p.cit.

33CHAKRABORTI y Chakrabarti, «Statistical mechanics of money: how saving propensity affects
its distribution», ép.cit.

34SILVER, Jonathan; Slud, Eric y Takamoto, Keiji. «Statistical equiliorium wealth distributions in
an exchange economy with stochastic preferences». En: Journal of Economic Theory 106.2 (2002),
pags. 417-435.

3SGUALA, «Taxes in a wealth distribution model by inelastically scattering of particles», 6p.cit.

36DINIZ y Mendes, «Effects of taxation on money distribution», ép.cit.
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la medicién de la desigualdad en un sistema economico. En este trabajo se investiga
cémo la distribucién del dinero se ve afectada por un gobierno que recauda un por-
centaje de impuestos en cada transaccién y devuelve equitativamente la cantidad
recaudada entre todos los agentes del sistema. Para cada combinacién de ahorro
y porcentaje de impuesto, se calcula el indice de Gini asociado a la distribucién de
dinero estacionaria como se muestra en la figura 6. En consecuencia, los autores
anaden nuevas condiciones que permiten simular o recrear el impacto de una politi-
ca econdémica en la distribucion de la riqueza.

1.3. LENGUAJE DE PROGRAMACION C++

Para la implementacién de los modelos se utilizé el lenguaje de programacion C++,
debido su uso general con un sesgo hacia la programacién de sistemas que sopor-
tad’:

= Abstraccion de datos
= Programacion orientada a objetos

= Programacioén genérica

Proviene como su propio nombre indica del lenguaje de programacién C. En 1980
Bjarne Stroustrup (1950-Actual) anade caracteristicas como las clases (resultado
de la evolucién de estructuras), tres aflos mas tarde lo redisenan e introducen: fun-
ciones virtuales, sobrecarga de funciones y operadores. En ese mismo ano Rick
Mascitti propone el nombre C++ vy, tras refinamientos y modificaciones menores es-
te nuevo lenguaje aparece documentado y listo para su uso por parte de la poblacion
en general ese afno.*®

Posteriormente, las multiples revisiones dieron lugar a afiadir nuevas caracteristicas
como: la herencia mdltiple, funciones miembro static y const, miembros protected,
tipos de datos genéricos o plantillas, y la manipulacion de excepciones. El éxito al-
canzado por el lenguaje fue arrollador por lo que se vié en la necesidad de promover

3’STROUSTRUP, Bjarne. El lenguaje de programacién C++. Addison-Wesley, 2007.
38STROUSTRUP, Bjarne. The design and evolution of C++. Pearson Education India, 1994.
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su estandarizacién internacional. En 1989 se convocé el comité del Instituto Nacio-
nal Estadounidense de Estandares por sus siglas en inglés ANSI que mas tarde
entré a formar parte de la Organizacion Internacional de Estandarizacién por sus
siglas en inglés ISO. El trabajo conjunto de estos comités permitié publicar en 1998
el estandar ISO C++ (ISO/IEC 14882) de forma que el lenguaje pasé a ser estable y
el codigo generado utilizable por distintos compiladores y en distintas plataformas.3®

Dentro de esta estandarizacion se incluye un conjunto de clases, algoritmos y plan-
tillas que constituyen la libreria estandar de C++. Esta libreria introduce facilidades
para manejar las entradas y salidas del programa, para la gestion de listas, pilas,
colas, vectores, para tareas de busqueda y ordenacién de elementos, para el mane-
jo de operaciones matematicas complejas, gestién de cadenas de caracteres, tipos
de datos genéricos, etc. A este conjunto de algoritmos, contenedores y plantillas, se
los denomina habitualmente por las siglas STL (Standard Template Library).4°

El resultado de todo ello es un potente lenguaje de programacion y la programacion
orientada a objetos. Un lenguaje mejor que C, soportando la abstraccién de datos,
y la programacidn genérica gracias a las plantillas.

1.4. FORMAS DE MEDIR LA DESIGUALDAD

Entre economistas, politélogos y otros interesados en el tema de medir la desigual-
dad, es usual encontrar tres formas de asignar un numero para realizar la medicion.
Estas son: el coeficiente de Gini, el indice Theil y el indice Palma. Las tres medidas
con ventajas y desventajas en el célculo de la desigualdad*'.

3pid.

40lpid.

“ICASTANEDA, Diego. ;Cémo se mide la desigualdad y por qué es importante saberlo? México:
Forbes, 2013. URL: https://wuw.forbes.com.mx/como-se-mide-la-desigualdad-y-por-que-es-
importante-saberlo/.
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1.4.1. indice de Gini

Es la mas famosa medicién de desigualdad relativa. Parte de la construccion de
la curva de Lorenz, donde se relacionan los porcentajes acumulados de ingreso
contra los porcentajes acumulados de poblacién. El espacio comprendido entre la
curva de Lorenz y una linea recta de 45°, conocida como linea de igualdad perfecta
(una relacién 1 a 1 entre ingreso y poblacién), indica el grado de desigualdad de la
distribucion, es decir, entre mayor es la distancia entre la curva de Lorenz y la linea
de igualdad (el espacio A en la grafica), mayor es la desigualdad en dicha sociedad.

Figura 7: Recta de igualdad y curva de Lorenz
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Fuente: Tomado de URL:https :// www .clublibertaddigital . com /ilustracion- liberal /
66 / la - desigualdad - en -espana-mitos-y-realidades-instituto-juan-de-mariana.htmi

Para transformar esta observacion en una medicion utilizable para la comparacién
y el desarrollo de politicas publicas, se calcula la razdn entre el area en medio de
la linea de igualdad y la curva de Lorenz (A), y el area total debajo de la linea de
igualdad perfecta (B). El resultado es un numero entre 0 y 1, donde 0 es la igualdad
absoluta y 1 la inequidad absoluta.
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Esta medida se puede hallar asi

n—1

G=1-> (Xis1+ X)) YVir1 — Ya)l, (1.9)

k=1

donde X es la proporcién acumulada de la poblacién y Y la proporcién acumulada
del dinero.

También se puede hallar por medio de la siguiente ecuacion refiriéndose a la figura
7.

G = . (1.10)

1.4.2. indice de Theil

El segundo indice usado es el llamado indice Theil, el cual estda basado en el con-
cepto de entropia tomado de la termodinamica y aplicado a la informacion. Esta
medicién es una medida del “desorden” o entropia presente en un sistema, entre
mayor es el orden, menor es la entropia y existe mayor igualdad; en cambio, entre
mayor es el desorden, mayor es la entropia y menor es la igualdad.

Esta medicion, aunque es arbitraria, es una aplicacion derivada directamente de la
fisica y la teoria de la informacion para su aplicacion en la economia. Es muy bien
aceptada entre los que estudian la desigualdad y durante mucho tiempo ha sido una
medicién alternativa al coeficiente Gini.

1.4.3. indice Palma

La tercera medicién es el indice Palma, la mas joven de estas mediciones, desa-
rrollada y promovida en gran medida por investigadores del Kings College London.
Si bien las dos mediciones anteriores son muy utiles y han tenido éxito en sus esti-
maciones, estas fallan en capturar los extremos de la desigualdad, otorgandole un
mayor peso a las clases medias y por tanto produciendo resultados que no reflejan
los cambios en igualdad entre los deciles mas bajos y los mas altos. Adicionalmente,
el Palma ha sido propuesto como una mejor medida para comunicacién en términos
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de economia politica, pues ilustra con mucha claridad la brecha de ingresos entre
los extremos.

La estimacién del Palma es la razén del ingreso del 10 % mas alto de la distribucién
(decil X) entre el ingreso del 40 % mas bajo (los deciles LILIII y 1V). Este resultado
arroja una medida que refleja qué tanto cambia la dispersion del ingreso entre los
extremos de la distribucion. Un Palma grande implica que el 10 % mas rico (decil X)
incrementa su diferencia con el 40 % mas pobre (deciles I, Il, 1l y V), un Palma bajo
implica un cierre de esta brecha.
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2. MATERIALES Y METODOS

2.1. ENFOQUE DE INVESTIGACION

El presente trabajo de investigacién sigue una metodologia cuantitativa con enfoque
exploratorio y correlacional, fundamentado en los MBA aplicando teoria cinética de
gases. Este enfoque cuantitativo, esta orientado al analisis de un sistema econémico
cerrado con unas caracteristicas especificas, como lo son: el ahorro de dinero en los
agentes y la presencia de una entidad financiera.

Dado que el enfoque cuantitativo es de tipo exploratorio en este proyecto la meto-
dologia analiza la riqueza, profundidad y calidad de la informacién, y no la cantidad
y estandarizacion de la misma*?; se busca describir el modo en que cada individuo
interactua con los demas y con la entidad, de esta manera, exponer caracteristi-
cas enddgenas que sirvan para entender un sistema econémico cuando se realizan
ahorros y préstamos.

2.2. RUTA METODOLOGICA

Estudio de las distribuciones de dinero

En este trabajo se reproducen los resultados de los distintos modelos cinéticos de
distribucion propuestos por Dragulescu-Yakovenko y Chakraborti-Chakrabarti, con-
siderando las distintas reglas de mercado manejadas por los agentes que simulan
un sistema econdémico. De los resultados obtenidos, primero se grafican las distri-
buciones con su respectivo ajuste a una funcién, para luego compararlas con los
resultados de los autores, por ultimo, se estudian las distribuciones obtenidas de
datos empiricos publicados a partir de encuestas a individuos u hogares, con el fin
de validar las suposiciones que se hacen en las simulaciones.

42SAMPIERI, Roberto Hernandez. Metodologia de la investigacion: las rutas cuantitativa, cualitati-
va y mixta. McGraw Hill Mexico, 2018.
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Calculo de la entropia

Por medio de los datos obtenidos se calculd la entropia de Gibbs, que es un indi-
cador para establecer el tiempo de simulacién donde se alcanza la distribucién de
equilibrio.

Calculo del indice de Gini

A partir de los datos obtenidos al reproducir los modelos cinéticos de Dragulescu-
Yakovenko y Chakraborti-Chakrabarti, se obtiene la curva de Lorenz que representa
la concentracién de ingreso graficamente. Luego, se calcula el area bajo la curva
para obtener el indice de Gini.

Representacion grafica

Se estudia el comportamiento en el tiempo del dinero de los agentes y del banco.
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3. RESULTADOS Y ANALISIS

3.1. DISTRIBUCIONES DE BOLTZMANN-GIBBS Y GAMMA

En esta seccion se verifican los resultados de los trabajos pioneros, encontrados por
Dragulescu-Yakovenko*® y Chakraborti-Chakrabarti*4, relacionados con los modelos
cinéticos de distribucién de dinero. Las simulaciones se implementan en lenguaje
de programacién c++ ya que permite optimizar el tiempo de simulacion y facilita el
manejo de bases de datos.

3.1.1. Boltzmann - Gibbs

3.1.1.1. Detalles de simulacion En el trabajo presentado por Dragulescu y Yako-
venko, se consideraron 3 diferentes intercambios que ajustaban, con gran precisién,
a una distribucion de Boltzmann-Gibbs. El algoritmo que se construyd para reprodu-
cir este trabajo, se muestra en la figura 8. En el diagrama de flujo se presentan los
pasos que realiza el programa para encontrar la distribucion. Inicialmente se estable-
ce un sistema de N = 500 agentes con dinero M = 5 x 10°, a cada uno se le asigna
el dinero promedio del sistema, m = 103. En el segundo paso se fija la cantidad
de intercambios (tiempo) que se van a ejecutar en la simulacion; en los resultados
mostrados se toma un tiempo de t = 4 x 10°. En el tercer paso se seleccionan dos
agentes aleatoriamente i y j, para luego intercambiar una cantidad Am = e(%)
(que es uno de los 3 tipos de intercambio establecidos por Dragulescu y Yakovenko
seccion 1.2.1) si el agente perdedor j cumple la condicién m; > Am. El procedi-
miento se repite 4 x 10°-veces desde el tercer paso hasta encontrar una distribucion
que no cambie con el tiempo, como se muestra en la figura 9.

Todo el proceso mostrado en el diagrama de flujo (figura 8) y descrito anteriormen-
te se repite 10® veces. En cada repeticién se calcula un histograma y al final del
programa se promedian para obtener una distribucién de probabilidad estacionaria
suavizada. En el Anexo B.1, se presenta el codigo que reproduce dicho trabajo.

43DRAGULESCU y Yakovenko, «Statistical mechanics of money», ép.cit.
44CHAKRABORTI y Chakrabarti, «Statistical mechanics of money: how saving propensity affects
its distribution», 6p.cit.
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Figura 8: Diagrama de flujo para simulacién de la distribucion de Boltzmann-Gibbs

Programa Dragulescu
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I
v

Se distribuye el dinero en cantidades iguales entre los agentes

y
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l
v
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Y

¢ El que pierde
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I
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Intercambio de s liza el int bio de di no
Dragulescu e realiza el intercambio de dinero
A4
Fin

. . -
intercambios
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Figura 9: Histograma y puntos: distribucién de probabilidad estacionaria de dinero
P(m)

N=500, M=5"10°, time=4*10°. N N=500, M=5*10", tiempo=4¥10.
T T T T T

- (m), T
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(a): Resultados esperados (b): Resultados obtenidos

Fuente: DRAGULESCU, Adrian y Yakovenko, Victor M. The European Physical Jour-
nal B-Condensed Matter and Complex Systems 17.4 (2000), pag.724

3.1.1.2. Revisidén de resultados En la figura 9 se muestra la comparacion entre la
distribucion encontrada por Dragulescu y Yakovenko (a) y la distribuciéon encontrada
al reproducir su trabajo repitiendo la simulacién 10° veces (b).

Como era de esperarse, los resultados se ajustan a una distribuciéon de Boltzmann-
Gibbs (ecuacion 1.3) en el que la temperatura efectiva es el dinero promedio del
sistema (T" = M/N) vy, al igual que a la ley de Gibbs. Para distribucién de energia,
el dinero (m) de los agentes se distribuye acorde a una distribucién de Boltzmann-
Gibbs P(m) = Ce™™/T.

El ajuste muestra una constante de normalizacién igual a A, = 16.6764, muy cercana
a la esperada para la distribucién discreta, que se calcula considerando la suma de
los rectangulos bajo la curva de la funcidén debe ser el nUmero de agentes, es decir,

M/dm a
Z Aoei T :N, (31)
n=0

como se definié dm = M x 0.0068 % (usualmente denominado bin) y las demas
constantes ya estan definidas, de la ecuacion 3.1 se puede hallar el valor teorico
Ay = 16.7142 que corresponde a un error de 0.23 %.
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Tabla 1: Ajuste a funcion de Boltzmann-Gibbs

Funcién: P(m) = Age=m™
Ag = 16.6764
A; = 0.000996912

Chi-cuadrado: 0.507278
Coeficiente de correlacién: 0.999929
Error relativo RMS: 2.11711
Coeficiente u de Theil: 0.0109335

Constantes:

Ademas, se puede encontrar el porcentaje de error de la constante A; obtenida en
la tabla 1; como teéricamente A; = 1/T y experimentalmente 7" =~ 1003.1 lo que
indica un error de 0.31 %.

3.1.1.3. Entropia En su trabajo, Dragulescu y Yakovenko utilizaron la entropia co-
mo referencia para encontrar la distribucién estacionaria, debido a que cuando es
maxima, el sistema llega al equilibrio; calcular la entropia permite conocer el tiempo
en que la distribucion no cambia y establecer hasta qué punto se ejecuta el progra-
ma. En la figura 10(a) se muestra la evolucién temporal de la entropia encontrada
por Dragulescu y Yakovenko y en la figura 10(b) la evolucién de la entropia del pro-
grama con los tres intercambios Am diferentes a partir del programa mostrado en el
anexo B.1, cédigo 3, en donde la linea 18 especifica la forma de calcular la entropia
(ecuacion 1.4).

Segun los resultados, la entropia crece en el tiempo dependiendo del tipo de inter-
cambio que se realice, para Am = emy Am = EW el tiempo es el mismo, en
cambio, para Am = 1, es decir, una cantidad fija se necesita mas tiempo (alrededor
de 500 veces mas), como se observa en la figura 9(b). Sin embargo, la entropia

tiene la misma forma funcional independiente del tipo de intercambio.

Desde el punto de vista de la teoria de la informacion, la entropia se define como la
medida de incertidumbre de una variable aleatoria, en este caso el dinero: “Cuando
comienzan a intercambiar dinero, la distribucion se vuelve asimétrica y alcanza en
el equilibrio su maxima entropia, es decir, el sistema evoluciona hasta que la infor-
macion que se requiere para conocer la cantidad de dinero que tiene cada agente
es maxima™*. De lo anterior, se establece que al emplear variables aleatorias en los

45SANTOS Nifio, Alexander y col. «Estudio del papel del ahorro en las distribuciones de dinero
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Figura 10: Evolucién temporal de la entropia. Curva superior negra: para el
intercambio de una fraccién aleatoria del dinero promedio del sistema: Am = e(3).
Curva superior roja: para el intercambio de una fraccion aleatoria del dinero
promedio de los agentes Am = e(%) . Curva inferior: para el intercambio de
una pequena cantidad constante Am = 1.
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(a): Resultados esperados (b): Resultados obtenidos

Fuente:DRAAGULESCU, Adrian y Yakovenko, Victor M. The European Physical
Journal B-Condensed Matter and Complex Systems 17.4 (2000), pag. 725

intercambios, el sistema va a alcanzar su méaxima entropia mas rapido que al consi-
dera un intercambio de un cantidad fija Am = 1; en la que se conoce la informacion
del dinero de los agentes (mdultiplos de 1).

3.1.2. Gamma

Dragulescu y Yakovenko lograron demostrar, a partir de la ecuacion de Boltzmann
que, para cualquier intercambio que conserve simetria inversa en el tiempo, la distri-
bucion de Boltzmann Gibbs permanece estacionaria. Esto se prueba al reemplazar
la funcién densidad de probabilidad P(m) = Ce=™/T en la ecuacion de Boltzmann,

dP(m
d(t ) - / / {—wipmm s m—am+a) P (m)P(m)

+ wQ[m—A,m’ﬂ-A]—)[m,m’}P(m - A>P(m, + A>}dm,dA7 (32)

y riqueza mediante herramientas de la fisica teérica». En: Universidad Nacional de Colombia-Sede
Bogota (dic. de 2016). Tesis de Maestria, pag. 21.
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donde w, es la razén de transferencia de dinero A de un agente con dinero m a un
agente con dinero m/’. Si las dos razones de transferencia w; y w, son iguales, el tér-
mino de la derecha en la ecuacién 3.2 se cancela y la distribucién es estacionaria.
Aunque este modelo es simple e interesante para relacionar los resultados con las
distribuciones empiricas, le falta un componente muy habitual para cualquier agen-
te econdmico real: No es usual que un agente realice transacciones poniendo en
riesgo todo su dinero sin ahorrar una parte del mismo*¢. Por esta razén Chakraborti
y Chakrabarti agregaron al modelo una tendencia al ahorro, que es una caracteris-
tica comun en los agentes de una economia; de hecho, los economistas la llaman
“propension marginal a ahorrar™’.

3.1.2.1. Detalles de simulacién Se define un sistema cerrado con un nimero de
agentes N = 500 y dinero total M = 500 (como se muestra en la figura 11). Se
reparte el dinero en cantidades iguales entre los agentes del sistema, asi, cada
agente tiene un dinero inicial m = 1, ademas, cada agente conserva una fraccion
A de su dinero libre de riesgo en el intercambio. Ahora se seleccionan al azar dos
agentes m; y m; para intercambiar una fraccion aleatoria del dinero que no tienen
ahorrado, lo que corresponde a un intercambio

Am = (1 — X\)[m; — e(m; +my)],

siendo e una fraccién aleatoria entre (0, 1) y A la fraccion de dinero libre de riesgo (en
el anexo A se encuentra la deduccion del intercambio). De esta manera, al agente ¢
se le resta la cantidad Am de dinero y al agente j se le suma esa misma cantidad
(anexo B.2 linea 9 y 10). En este caso, contrario a lo que sucede con el anterior
modelo, se debe conservar esta direccion de intercambio por lo que las razones de
transferencia w; y w, son distintas. Luego, nuevamente se repite la misma seleccion
y el intercambio hasta maximizar la entropia de Gibbs (como se muestra en la figura
12).

46CHAKRABORTI y Chakrabarti, «Statistical mechanics of money: how saving propensity affects
its distribution», 6p.cit.
4’SAMUELSON, PA. «Economics. 11th edn McGaw-Hill». En: New York (1980), pag. 415.
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Figura 11: Diagrama de flujo para simulacion de la distribucion Gamma
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Figura 12: Comportamiento en el tiempo del valor de la entropia para los distintos
valores de propension al ahorro en el modelo cinético de Chakrabarti-Chakraborti

N=500, M=500.

Entropia, S

L | L | L |
0 L
0 500 1000 1500 2000

Tiempo, t

La cantidad \ es constante y no depende de los agentes, en este modelo cuando
A = 0, en el equilibrio se obtiene la distribucién de Boltzmann-Gibbs (figura 15), don-
de es mas probable que al finalizar existan muchos agentes con poco dinero. En la
figura 15 se realiza la comparacién de los resultados encontrados por Chakraborti-
Chakrabarti y los resultados al reproducir su trabajo con diferentes valores de pro-
pensién al ahorro (figura 15(b)). Comprobando de esta manera que, para A # 0,
la forma de la distribucion cambia y emerge una configuracién donde el maximo
de la distribucion (el dinero mas probable) no desaparece para cada agente en el
mercado®®.

En la figura 13, se muestra la curva de Lorenz para diferentes valores de A, con el
fin de utilizarla para tener una medida de la desigualdad en el sistema como se ha
visto en la seccion 1.4. En la gréfica, para valores de A grandes, la curva de Lorenz
se acerca a la linea de igualdad, es decir, cuando los agentes ahorran una cantidad
mayor de su dinero en el sistema el indice de Gini es menor(figura 13y figura 14).

48CHAKRABORTI y Chakrabarti, «Statistical mechanics of money: how saving propensity affects
its distribution», 6p.cit.
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Figura 13: Curva de Lorenz variando la propension al ahorro \ y linea de equidad
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Figura 14: Relacién entre el indice de Gini con distintos valores de propension al
ahorro \.
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3.1.2.2. Confrontacion de distribuciones La temperatura es definida como la
cantidad de dinero promedio en el sistema 7" = M /N; en el modelo de Chakraborti-
Chakrabarti, el promedio se establecié en T' = 100 (figura 15(a)), en cambio nosotros
definimos T' = 1 para diferentes de valores de N encontrando la misma distribucion,
por lo que se evidencia una ausencia de efecto de tamarno finito y la distribucion se
sigue manteniendo robusta, constante en el tiempo e independiente de la tempera-
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tura, como lo reportaron Chakraborti y Chakrabarti*®.

La distribuciones de dinero con valores de \ # 0 se ajustan a la funcion

—nx

ful2) = apa™te @ (3.3)

donde n y a, dependen de la propension al ahorro A

3\
1=XN

ay, = I‘(ln) <<Z>>n (3.5)

Figura 15: Distribucién estacionaria de dinero P(m) versus dinero m; para
diferentes factores de propension al ahorro A (N = 500, M = 500).
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Fuente: CHAKRABORTI, Anirban y Chakrabarti, Bikas K. The European Physical-
Journal B-Condensed Matter and Complex Systems 17.1 (2000), pag. 168

lbid.
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En la siguiente tabla se muestran las constantes A, y A; que ajustan a la distribucién
con A =0.7.

Tabla 2: Ajuste a funcion Gamma para A = 0.7
Funcién: f(x) = Agzti—le 412
Ay = 26.8791

Constantes:
A =7.794

Chi-cuadrado: 2.99886 x 107°
Coeficiente de correlaciéon: 0.999794
Error relativo RMS:  2.07945
Coeficiente u de Theil: 0.0189221

3.2. DATOS EMPIRICOS

Con el fin de dar un soporte empirico que valide el fundamento te6rico, se comparan
las distribuciones simuladas con distribuciones de datos obtenidos por medio de
encuestas en organizaciones dedicadas a este oficio, como el Panel de Estudio de
Dinamica de Ingresos PSID por sus siglas en inglés y la conocida revista Forbes.
Las anteriores son fuentes confiables que permiten acceder a esta informacién para
realizar las distribuciones empiricas.

El Survey Research Center de la Universidad de Michigan, elabora el PSID recolec-
tando informacién a familias estadounidenses por medio de encuestas longitudina-
les que miden varios factores econémicos, sociales y de salud. Entre los factores
econdmicos hacen seguimiento al ingreso, riqueza y otras variables a lo largo de la
vida de las familias y sus generaciones desde 1968.

Forbes es una revista de negocios estadounidense que presenta articulos originales
sobre temas de finanzas, industria, entre otros. En los temas de finanzas publican
listas y clasificaciones de los estadounidenses mas ricos, la conocida lista Forbes

400 en la que en orden descendente presentan la fortuna de 400 personas.

Entre los datos que recolectan y procesan en el PSID hay encuestas de ingreso
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Figura 16: Distribucion de probabilidad de ingreso de individuos afiliados al PSID
en el afo 1994, la linea solida se ajusta a una funcién exponencial.
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Fuente: MICHIGAN, University. PANEL STUDY OF INCOME DYNAMICS. 1994.
URL: https://psidonline.isr.umich.edu

laboral para un grupo de individuos afiliados®°, de alli se descargd la variable V30821
“Total labor income”, en la que individuos respondieron a la pregunta: ;Qué tanto
ingreso tuvo el afo pasado con respecto al trabajo que realizé?, los resultados se
muestran en el histograma de la figura 16.

Tabla 3: Nimero de datos y parametros de ajuste obtenidos de la funcién
exponencial para los datos del ingreso de individuos. PSID-1994.

N A A,
29275 2507 5.8 x 1077

La distribucion se ajusta a una funcion exponencial f(x) = Age "t (tabla 3), como
la obtenida en la figura 9. Sin embargo, para valores muy grandes de dinero, esta
distribucion tiende a cero, lo que indica que la probabilidad de encontrar a un indivi-
duo con mucho dinero es nula, situacién que no se presenta en la realidad donde se
observa una doble distribucion, en las figuras 4 y 5 se observa que la distribucién de

SOMICHIGAN, University. PANEL STUDY OF INCOME DYNAMICS. 1994. URL: https : / /

psidonline.isr.umich.edu.
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Figura 17: Distribucion de probabilidad de ingreso para los 400 mas ricos de USA
del afio 2018 segun la revista Forbes. La linea sélida se ajusta a una ley de
potencias.
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Fuente: FORBES. Forbes 400. 2018. URL: https://www.forbes.com/forbes-400

Tabla 4: Numero de datos y parametros de ajuste obtenidos para la distribucion de
Pareto obtenida de los datos de Forbes 400 del 2018

N Ao Ay
400 19651 2.97

rigueza se comporta como la ley de Boltzmann-Gibbs para bajos ingresos y la Ley
de Pareto para altos. Si se analiza el grupo de personas mas ricas, obtenido de la
lista Forbes 400°', se obtiene la distribucion mostrada en la figura 17, que se ajusta
a una ley de potencias de la forma P(z) = Ayz~“1, donde A, y A, son parametros
(tabla 4).

STFORBES. Forbes 400. 2018. URL: https://www.forbes.com/forbes-400.
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3.3. ENTIDAD FINANCIERA

Entendidos los modelos anteriores se tienen bases necesarias para ampliar la vision
del trabajo, por lo tanto, con el fin de simular una economia que se aproxime a
un sistema real, se incluye el funcionamiento de una entidad con caracteristicas
particulares que son propias de la dindmica financiera. La variable £ hace referencia
a la fraccion de dinero que los agentes ahorran en la entidad financiera (el ahorro es
el mismo para cada agente), « la tasa de interés compuesto de la deuda conocido
como interés de colocacion (ecuacion 3.6), ¢ la tasa de interés que recibe el agente
por tener su dinero ahorrado comunmente denominado interés de captacion (ver
ecuacion 3.7) y S el porcentaje ingreso del agente que es abonado a la deuda, 5 en
éste estudio se fija 5 = 1 (ecuacién 3.8).

En comparacion con los anteriores estudios, aqui se permite la deuda de los agentes

gue se incrementa como un interés compuesto de la forma,

din = don(l1+ ), (3.6)

donde d,,, representa la deuda inicial del agente n y d,, la deuda con el interés
compuesto de colocacién del agente n en el t-ésimo intercambio.

El interés de captacién, a diferencia del anterior, es un dinero que la entidad paga a

los agentes

Cn = &My, (3.7)

¢, €s el interés de captacién ganado por el ahorro del agente n.

Por dltimo, se establece el porcentaje en el que se debe pagar el préstamo, que
depende del dinero m,, del agente n con deuda,

pago = [Bmy,. (3.8)
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El dinero del sistema es, por lo tanto,

M = M+ Mg
= Ma(1+8), (3.9)

donde Mg es el dinero de los agentes ahorrado en la entidad financiera, y M4 el
dinero de “bolsillo” que tienen los agentes. Si es necesario contar con el dinero de
la entidad financiera para hacer un intercambio, se realiza una transaccion entre las
cuentas de los agentes, lo que implica que no hay restricciones para usar el dinero
gue esta ahorrado y la entidad financiera se encarga de administrar el dinero de los
agentes.

3.3.1. Detalles de la simulacion

El algoritmo que reproduce la simulacién es el siguiente (en la figura 18 se ilustra el
proceso llevado a cabo):

1. Inicialmente se define el sistema, se fija el nUmero de agentes N, el dinero del
sistema M y la fraccion de ahorro de los agentes . Por lo tanto el dinero con
el que cuenta la entidad es M.

2. En el segundo paso, se reparte el dinero en cantidades iguales entre los agen-
tes m, = M4 /N,y se establecen las distintas tasas de interés de colocacion «
y de captacion .

3. El banco interviene para:

a) Asignar el interés de colocacion: incrementar su deuda en un factor a.

b) Pagar el interés de captacion: dinero ganado por los agentes al ahorrar,
por lo que m., = m,, + ¢,.

4. ;La entidad tiene suficiente dinero para pagar captacion?
a) Si: Pague.
b) No: No pague.
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5. Se eligen los agentes aleatoriamente.
6. Se define la cantidad a intercambiar Am.
7. Si se cumple la condicion m; > Am se realiza el intercambio clasico.

8. No obstante, si no cumple la anterior condicion, el banco le presta el dinero
que le falta (préstamo = Am — m;) si no tiene ninguna deuda con el banco
dt,j - O

9. La entidad financiera cobra si el agente tiene dinero y deuda, de acuerdo a las
siguientes condiciones:

a) Si m, > d,, entonces se abona todo el dinero a la deuda, por lo que

m. = 0.

b) En cambio, si m,, > d;,, queda sin deuda 'y m,, = m,, — dy .

10. La deuda de los que no cumplan la condicion anterior aumenta de acuerdo
con, dt,n = dtfl,n(l + Oé)

El codigo disefiado se encuentra en el anexo B.3.
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Figura 18: Diagrama de flujo para simulacién de la entidad
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Figura 19: Evolucion temporal del dinero de la entidad. En el recuadro se muestra

el comportamiento inicial.
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3.3.2. Resultados obtenidos

Cuando se incluye el banco en este sistema de intercambios, la entidad tiende a acu-
mular todo el dinero del sistema bajo la condiciéon o« > ¢ (tal como lo establecen las
entidades) y por lo tanto la distribucién de dinero no es estacionario. Sin embargo,
resulta interesante estudiar el comportamiento temporal del dinero de "bolsillo"que
ingresa al banco producto del desequilibrio que implica cobrar mas por prestar que
el pagado por ahorrar. El resultado se muestra en la figura 19, en donde se obser-
va una grafica del dinero de la entidad en funcion de los pasos de simulacion. La
grafica inicia solo decreciendo hasta cierto tiempo denominado de cambio (¢.) y a
partir de alli la funcién es creciente. El tiempo entre el inicio y el tiempo de cambio
se denominara tiempo muerto (¢, < t,, > t.) y al tiempo en el que la entidad retuna
el dinero del sistema se denominara tiempo de saturacion t.

El tiempo muerto es pequeno con respecto al tiempo de saturacion, y durante este
primero la entidad financiera presta todo el dinero ahorrado por los agentes. Como
se puede observar en el recuadro de la figura 19 una vez superado el tiempo muerto
el comportamiento es similar al crecimiento de una funcién logistica,

M

L) = Ty (3.10)
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Tabla 5: Ajuste a funcion Logistica

Funcion:  L(z) = e

Cy = 494.664

. C) = 521.366
Constantes: C, = 0.999318

Chi-cuadrado: 2.42867 x 108
Coeficiente de correlacion: 0.999054
Error relativo RMS: 8.81914
Coeficiente u de Theil: 0.0262771

donde M es el dinero del sistema, C; y C, pardmetros de ajuste que toman los
valores mostrados en la tabla 5. El hecho de que se ajuste a una funcién logistica,
implica que la entidad en un tiempo ¢t — oo se quedara con el dinero del sistema, de
acuerdo al ajuste se obtiene un error de 1.07 %.

Ademas, se evidencia que el dinero de los agentes M, se comporta inversamente
al dinero de la entidad Mg, puesto que el dinero se conserva, si uno aumenta el otro
obligatoriamente tiene que disminuir, asi existe la posibilidad de hallar cuando los
agentes se van a la quiebra por medio de una regresion logistica.

Es interesante observar el efecto que tienen las variables propuestas (tasas de inte-
rés y ahorro) en el evolucion temporal del dinero del sistema, tanto del banco como
de los agentes. En la figura 20 se muestra el tiempo de saturacién para diferentes
factores de ahorro; la grafica se ajusta a una funcién cuadratica dada por:

to(&) = af? + b¢ +c, (3.11)

Sefalando que entre mayor es la fraccién de ahorro, el dinero de “bolsillo” se man-
tiene en el sistema un mayor tiempo, es decir, la entidad tarda mas en acumular el
dinero del sistema M. En el caso limite, Si los agentes no ahorran, se obtendria
el modelo estudiado anteriormente por Dragulescu y Yakovenko, debido a que la
entidad no dispondria de dinero para realizar su funcion, asi que la grafica que se
muestra esta acotada desde un ahorro de ¢ = 0.01 al que le corresponde un tiempo
de saturacién de 63.41 . Cuando se ahorra la totalidad del dinero en el banco, el
tiempo de saturacion es 2.24 x 10°, que es razonable por el hecho de restringir las
transacciones dentro de la entidad.
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Figura 20: Variacidén del ahorro £ con su respectivo tiempo de saturacion ¢,

a=0.1,9=0.01.
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Tabla 6: Ajuste del ¢ vs tiempo de saturacion

Funcion: t,(¢) = a? +b¢ + ¢

a = 168.969
Constantes: b= 131.356
c=063.4135

Chi-cuadrado: 1.65188 x 10=%°

Coeficiente de correlacién: 1.000000
Error relativo RMS:  1.32904 x 10716
Coeficiente u de Theil: 1.15836 x 10~1¢

En la figura 21, se calcula el tiempo de saturacién para diferentes intereses de cap-
tacidén; como este ultimo es menor al de colocacion en una economia real (¢ < «),
se decidi6 variar hasta un limite superior cercano al valor de ¢, resultando la figura
21, en la que se observa un crecimiento exponencial del tiempo de saturacion. La
relacion que describe este crecimiento esta dada por

to(p) = Doe™?, (3.12)
donde D,y D, son parametros de ajuste que se encuentran en la tabla 7.
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Figura 21: Variacién del interés de captacién ¢ con su respectivo tiempo de
saturacion t,
£=0.1, 0= 0.1, Tiempo = 4*10°,
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Tabla 7: Ajuste del ¢ vs tiempo de saturacién

Funcion: t,(¢) = DyeP1¢
Dy = 10899.1
D; = 50.9797

Chi-cuadrado: 1.58864 x 10°
Coeficiente de correlacién: 0.997959
Error relativo RMS: 0.268061
Coeficiente u de Theil: 0.0435773

Constantes:

Segun los resultados obtenidos, la entidad eventualmente se quedara con el dinero
del sistema, sin embargo, el tiempo en el que lo hace (¢;) depende de la relacion
entre el ahorro y las tasas de interés. Para encontrar alguna combinacion entre las
tasas de interés, que no permitan la acumulacién de dinero en la entidad se estudio
la deuda del sistema, en la figura 22 se observa el comportamiento en el limite
encontrado para valores de a.

La deuda del sistema permite saber si la entidad aun tiene dinero por ganar o si
llegbé a la quiebra, debido a que la unica forma de aportar dinero de bolsillo a la
entidad es que el agente, al mismo tiempo, tenga una deuda y sea el ganador en
un intercambio, si eso no sucede, la entidad no tiene como acumular el dinero del
sistema. En el caso contrario, si en el sistema hay deuda significa que los agentes
estan aun intercambiando dinero que no les pertenece, el comportamiento de la
deuda es exponencial y en cada paso de tiempo va aumentando en un factor «, si
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Figura 22: Deuda de los agentes en cada paso de tiempo.
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el agente no es elegido para ser ganador en un tiempo razonable, ese agente ya no
podra salir de su deuda con la entidad por lo que se vera obligado en un futuro a
pagar todo lo que gane a la entidad.

Por otro lado, si en el sistema no hay una deuda creciente sino decreciente significa
que los agentes ya no haran uso del banco y seguiran intercambiando con el dinero
de ellos, es decir, el dinero M4 llamado dinero de “bolsillo” sera el dinero del sistema
y la entidad no podra acumular este dinero y que quedara en bancarrota. Se dice
que el dinero de la entidad colapsa hacia la bancarrota y no sigue las relaciones en-
contradas con anterioridad para las distintas tasas de interés (ecuaciones 3.10,3.11
y 3.12).

Algunos autores han encontrado diversos métodos para poder crear un modelo de
alerta temprana de prediccién de crisis financieras ya sea para empresas o enti-
dades (especificamente bancos) en economias desarrolladas o no®. Algunos de
los métodos propuestos son: el método de discriminante multivariante, PROBIT, re-
des neuronales, regresién logistica (LRM), Zeta, Hazard, arbol de decisiones, entre
otros.

52HASSAN, Ehsan ul; Zainuddin, Zaemah y Nordin, Sabariah. «A Review of Financial Distress
Prediction Models: Logistic Regression and Multivariate Discriminant Analysis». En: Indian-Pacific
Journal of Accounting and Finance 1.3 (2017), pags. 13-23.
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A pesar de que no se pudo encontrar una distribucion de probabilidad se obtuvo el
mismo comportamiento funcional del modelo LRM en el dinero del sistema, uno de
los mas usados de los distintos métodos nombrados anteriormente®. Si se habla
especificamente de la entidad definida en este proyecto como un banco, se puede
encontrar que, segun la clasificacion de riesgo de bancarrota propuesta por Taha®,
se ubica en el grupo sano debido a que su tendencia es acumular dinero, sin embar-
go, para ciertas tasas de interés, como por ejemplo o < £ su ubicacién se vuelve

100
la de un banco no sano en el que su tendencia es la bancarrota.

53|bid.
54ZAGHDOUDI, Taha. «Bank failure prediction with logistic regression». En: International Journal
of Economics and Financial Issues 3.2 (2013), pags. 537-543.
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4. CONCLUSIONES

Se comprueba que la distribucién de Boltzmann-Gibbs, para los tres intercam-
bios propuestos por Dragulescu y Yakovenko, se ajusta a una economia simu-
lada por medio de los MBA.

La maxima entropia en el equilibrio permite establecer el tiempo en el que la
distribucion de equilibrio es estacionaria.

El indice de Gini encontrado para la distribucién de Boltzmann-Gibbs es de
0.500636 con un error porcentual de 0.13 %.

En el modelo de Chakraborti y Chakrabarti, cuando se tiene en cuenta pro-
pensién marginal al ahorro, para valores de \ grandes, la curva de Lorenz
se acerca a linea de igualdad, es decir, cuando los agentes no arriesgan una
fraccidbn mayor de su dinero el indice de gini es menor.

Cuando se incluye una entidad financiera ésta acumula el dinero del sistema
(Mg — M) en un tiempo denominado tiempo de saturacion ¢, y la evolucion
temporal del dinero se ajusta a una funcién logistica.

Entre mas ahorren los agentes el tiempo de saturacién ¢, aumenta cuadratica-
mente de acuerdo a t,(&) = a&? + bé + c.

Cuando las tasas de interés son muy cercanas (¢ — «), el tiempo de satura-
cion se incrementa exponencialmente (¢,() = DyeP1#).

Si el interés de colocacion a es menor al de captaciony en dos ordenes de
magnitud la entidad tiende a la bancarrota, para el caso contrario solo tiende a
acumular el dinero del sistema Mg — M.

La evolucién temporal del dinero en la entidad tiene la misma forma funcional
del modelo LRM usado para evaluar la probabilidad de bancarrota, el cual se
emplea con mayor frecuencia debido a que realiza las mejores predicciones
en este campo.
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5. RECOMENDACIONES

Realizar un estudio empirico de distribucion de dinero en Colombia donde se
encuentren los patrones caracteristicos encontrados en otros paises.

Analizar la evolucion de las distribuciones de dinero cuando esta presente una
entidad financiera.

Variar el porcentaje de cobro y estudiar sus efectos en el tiempo de saturacion.

Calcular el valor del indice de Gini en cada tiempo para encontrar en qué tiem-
po es minimo y en qué tiempo es maximo.

Incluir un curso de programacién ofrecido a los programas de licenciatura de
la Facultad de Ciencias Humanas y de la Educacion.

Adquirir una estacion de trabajo con especificaciones técnicas de tecnologia
avanzada para optimizar el tiempo de calculo de las simulaciones.
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ANEXOS

A. CALCULO CONSERVACION DE DINERO CHAKRABORTI

Se consideran dos agentes ¢ y j con dinero m; y m; que realizan un intercambio Am
aleatorio definido por una fraccién ¢ (0 < ¢ <1). En el modelo de Chakraborti, una
fraccidn (\) del dinero total de cada agente se ahorra y la restante se pone en juego
para el intercambio ( A tiene valores entre 0 y 1). De esta manera se tiene que

m; = (1 — \)m; + Amy, (A1)

donde (1 — \)m; es la fraccion de dinero que pone en juego el agente i y Am; es la
fraccién libre de riesgo. Del mismo modo, para el agente ; se tiene:

m; = (1 — )\)mj + /\mj, (A2)

Ahora la suma de las dos partes que se ponen en juego para el intercambio es:

A esta cantidad se tomara una fraccion aleatoria ¢ de modo que:

Am; =¢(1 — X\)(m; +m;) (A.4)
Asi después del intercambio se tiene:
[m;, m;| — [m;, m;} = [Am; + Am;, Am; + Am;] (A.6)

Esto muestra que cada agente va quedar con la cantidad de dinero ahorrado mas
una fraccion aleatoria del dinero que ponen en juego.

Para m; se tiene:
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m; = \m; + Am;

sumando un cero adecuado

m; = Am; + e(1 = A)(m; +my) + (1= \)m; — (1= \)m;

reemplazando(A.4)

m; =m; + (1 — A)(m; +my) — (1= \)my

my = m; — (1 — A)[m; — e(m; + m;)]

Fraccién de dinero intercambiada

’

m; =m; — Am

Para m; se tiene:

m; = Amj + (1 —€)(1 = A)(m; +m;)

reemplazando(A.5)
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=Am; + (1 = A)(m; +my) — (1 — X)(m; +my)
=xm; + (1 — N)m; + (1 — N)m; — e(1 — X)(m; +my)
m; =m; — (1 — A)(m; +my) + (1 — XN)m; + (1 = A)(mi +my) — (1= A)(m; +my)

sumando un cero adecuado

m; =m; + (1 —€)(1 = A\)(m; +m;) + (1 — Nm; — (1= X\)m; — (1 — \)my
my =m; 4 (1= €)(1 = A)(m; +my) = (1= A)m;

iy =m; + (L= N)(m; + ;) = (1= ) (mi + mj) = (1= A

m;- =m; + (1 = N)m; + (1 = X\)m; —e(1 = X)(m; +m;) — (1 — N\)m;

m; =mj + (1= \)m; + (1 — \)(m; + my)

m;- =m; + (1 —X)[m; — e(m; +m;)] (A.9)

Fraccibn de dinero intercambiada

m. = m; + Am (A.10)

J

Am = (1= \)[m; — e(m; +m;)]

Se encuentra que hay una fraccion Am intercambiada por los agentes. Cuando en
la simulacién se conoce el valor del nimero aleatorio (¢) es posible saber quien sera
el perdedor y el ganador.
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B. SIMULACIONES EN C++

Para la realizacion de las simulaciones a continuacion, es necesario utilizar las libre-
rias (cédigo 1) y el archivo randon.h, con el que se eligen los agentes y la fraccion
aleatoria (e).

#include <iostream>
#include <ctime>
#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>
#include <cmath>

#include "Random.h"

Caddigo 1: Librerias

Cabe mencionar que para los cédigos que se presentan a continuacion se ha omitido
la estructura general usada en el lenguaje de programacion c++. Por lo tanto, definir
las variables y la funcién principal queda a cargo del lector.

for(int k=0;k<simulacion;k++){
for (int i=0;i<N;i++){ //repartir el dinero en partes iguales
vector [i]=D/N;}
for(int t=0;t<tiempo;t++){ //definir el numero de intercambios
fa=ran2.r(); //fraccion aleatoria
agenteA=int (ran2.r () *N);
agenteB=int (ran2.r () *N);
intercambio=fa*(vector [agenteA]l+vector [agenteB]) /2;
if (agenteA!=agenteB && vector [agenteB]>=intercambio){
vector [agenteA]=vector [agenteA]+intercambio;
vector [agenteB]=vector [agenteB]-intercambio;}}
for(int i=0;i<N;i++){
for(int n=0;n<cajas;n++){
if (vector [i]>=n*bin && vector[i]<(m+1)*bin){
Histograma[n]=Histograma[n]+1;3}}}
} //fin repetictones
//Histograma
for(int t=0;t<cajas;t++){
Histograma[t]/=simulacion;

cout <<t*bin<<" "<<Histograma[t]<<endl;}

Caddigo 2: Distribuciéon de probabilidad con ajuste a la funcién de Boltzmann-Gibbs
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20

21

22

23

for(int k=repeat-1;k>=0;--k){ //repeticiones
for (int i=N-1;i>=0;--i){m[i]l=M/N;} //repartir el dinero

for(int t=0;t<T;++t){ //definir el numero de intercambios

fa=ran2.r () ; //fraccton aleatoria
a=int(ran2.r () *N);b=int (ran2.r () *N); //escoger dos agentes
dM=1; //dM=fax*x(m[a]+m[b]) /2;

if (m[b]>=dM){
m[a]+=dM; m[b]-=dM;}
for(int i=0;i<cajas;++i){Nb[i]=0;}
//histograma
for(int i=0;i<N;++i){
for(int n=0;n<cajas;++n){
if(m[i]l>=n*bin && m[i]<(n+1)*bin){
Nb[nl+=1;3}}}
//entropia
for(int i=0;i<cajas;++i){
if (Nb[i]!=0){
s[t]l+=Nb[il*log(Nb[il/N)/N;}}}
}
for(int t=0;t<T;++t){
s[t]l/=repeat;
if (Nb[t]!=0){
cout <<t<<" "<<-s[t]<<endl;}}

Céddigo 3: Entropia

for(int k=0;k<simulacion;k++){
for (int i=0;i<N;i++){ //repartir el dinero en partes iguales
vector [i]=M/N;}
for (int t=0;t<tiempo;t++){ //definir el numero de intercambios
fa=ran2.r(); //fraccion aleatoria
agenteA=int (ran2.r () *N); agenteB=int(ran2.r ()*N);
intercambio=(1-lambda)*(fa*x(vector [agenteB])-(1-fa)*(vector|[
agentelAl]));
if (agenteA!=agenteB && vector[agenteB]>=intercambio){
vector [agenteA]l=vector [agenteA]+intercambio;
vector [agenteB]=vector [agenteB]-intercambio;}}
for(int i=0;i<N;i++){
for (int n=0;n<cajas;n++)
if (vector [i]>=n*bin && vector [i]<(n+1)*bin)

Histograma[n]=Histograma[n]+1;}
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15}

16 for(int t=0;t<cajas;t++){

17 Histograma[t]/=simulacion;

18 cout<<t*bin<<" "<<Histogramal[t]/N<<endl;}

Caddigo 4: Distribuciéon de probabilidad con ajuste a la funcién Gamma

1 //Todos con dinero promedio y wvolviendo cero
2 for(int i=N-1;i>=0;--i){m[i]=MA/N;Deuda[i]=0; Captacion[i]=0;}

entidad=MA*xi,;

3 for(int t=0;t<T;++t){

4 Sum[t]+=entidad;

5 for(int i=N-1;i>=0;--i){Captacion[i]l=phi*xi*m[i];//captan
6 if (entidad>Captacion[i]&&Deuda[i] <=0.000000001) {

7 entidad-=Captacion[i]l; m[i]+=Captacion[il;}}//alpha
8 //elecction de agentes y epsilon

9 a=int (ran2.r () *N) ;b=int (ran2.r () *N) ;epsilon=ran2.r () ;

10 deltaM=epsilon*(m[al+m[b]l);//deltaM

11 if(m[b]l>=deltaM && a!=b){

12 m[a]l]+=deltaM;m[b] -=deltaM;}//intercambio clasico

13 if(m[b]l<deltaM&&a!=b&&m[b] >0&&

14 entidad>deltaM-m[b]&&Deuda[b] <=0.000000001) {

15 entidad -=(deltaM-m[b]) ;Deuda[b]+=(deltaM-m[b]) ;

16 m[a]+=deltaM; m[b]l=0;}//intercambio nuevo

17 //procesos financieros

18 for (int i=N-1;i>=0;--1i){

19 Deuda[i]*=(1+alfa);

20 if (beta*m[i]<Deuda[i]&&m[i] >0&&Deuda[i]>0){

21 Deuda[i]-=m[i];entidad+=m[i];m[i]l=0;}//cobro

22 if (beta*m[i]==Deuda[i]&&m[i] >0&&Deudal[i]>0){

23 Deuda[i]l=0;entidad+=m[i];m[i]=0;}//cobro

24 if (beta*m[i]l>Deuda[il&&m[i] >0&&Deudal[i]>0){

25 m[i]-=Deudal[i] ;entidad+=Deuda[i] ;Deudalil=0;}//cobro
26 }

27 cout <<i+1<<" "<<Sum[i]<<endl;}

28 Y//fin intercambios

Cddigo 5: Dinero de la entidad con ajuste a la funcién Logistica
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En la primera seccion de este trabajo se presentan los
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mulaciones y las formas de medir la desigualdad. En la
seccion 2, se describe la metodologia de investigacion
y los materiales que se emplearon para la recoleccion
de informacion. En la seccidn 3, se muestran los resulta-
dos y hace el andlisis comenzando con las simulaciones
de las distribuciones de Boltzmann-Gibbs y Gamma para
luego realizar una comparacion de las distribuciones en-
contradas con datos empiricos y finalmente se propone
la simulacién de un sistema econémico anadiendo una
entidad financiera.

9.METODOLOGIA

El presente trabajo de investigacion sigue una metodolo-
gia cuantitativa con enfoque exploratorio y correlacional,
fundamentado en los MBA aplicando teoria cinética de
gases. Este enfoque cuantitativo, esta orientado al andli-
sis de un sistema econdémico cerrado con unas caracte-
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Dado que el enfoque cuantitativo es de tipo exploratorio
en este proyecto la metodologia analiza la riqueza, pro-
fundidad y calidad de la informacion, y no la cantidad y
estandarizacion de la misma; se busca describir el modo
en que cada individuo interactia con los demas y con la
entidad, de esta manera, exponer caracteristicas endé-
genas que sirvan para entender un sistema econdémico
cuando se realizan ahorros y préstamos.

10.CONCLUSIONES

Cuando se incluye una entidad financiera ésta acumula
el dinero del sistema (Mg — M) en un tiempo denomi-
nado tiempo de saturacién ¢, y la evolucién temporal del
dinero se ajusta a una funcién logistica.

Entre mas ahorren los agentes el tiempo de saturacién ¢,
aumenta cuadraticamente de acuerdo a ¢,(£) = a&?+bé +
C.

Cuando las tasas de interés son muy cercanas (¢ — «),
el tiempo de saturacion se incrementa exponencialmente
(tS(SD) = DOGDUP)'

Si el interés de colocacion « es menor al de captaciong
en dos ordenes de magnitud la entidad tiende a la ban-
carrota, para el caso contrario solo tiende a acumular el
dinero del sistema Mg — M

La evolucién temporal del dinero en la entidad tiene la
misma forma funcional del modelo LRM usado para eva-
luar la probabilidad de bancarrota, el cual se emplea con
mayor frecuencia debido a que realiza las mejores pre-
dicciones en este campo

70




	INTRODUCCIÓN
	MARCO REFERENCIAL
	MODELOS BASADOS EN AGENTES
	MODELOS CINÉTICOS DE DISTRIBUCIÓN DE DINERO
	LENGUAJE DE PROGRAMACIÓN C++
	FORMAS DE MEDIR LA DESIGUALDAD

	MATERIALES Y MÉTODOS
	ENFOQUE DE INVESTIGACIÓN
	RUTA METODOLÓGICA

	RESULTADOS Y ANÁLISIS
	DISTRIBUCIONES DE BOLTZMANN-GIBBS Y GAMMA
	DATOS EMPÍRICOS
	ENTIDAD FINANCIERA

	CONCLUSIONES
	RECOMENDACIONES
	BIBLIOGRAFÍA
	ANEXOS
	RESUMEN ANALÍTICO ESPECIALIZADO

