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INTRODUCCION

En el ano 1873, el matematico noruego Sophus Marius Lie (19 de diciembre 1842
— 18 de febrero de 1899) deseaba conseguir una teoria para solucionar ecuaciones
diferenciales semejantes a la planteada por Galois para resolver ecuaciones alge-
braicas. Lie utiliz6 las transformaciones de contacto para asociar a cada ecuacién
diferencial en derivadas parciales una familia finita de transformaciones, que resulté
ser cerrada, por lo que la llamé grupo infinitesimal. Estas familias eran lo que hoy en
dia se conocen con el nombre de algebras de Lie de dimensién finita. En realidad, el
concepto de grupo de Lie no surgiria hasta algun tiempo después, “cuando observo
que las simetrias de una ecuacion diferencial daban lugar a grupos con parametros
(que hoy considerariamos un grupo de Lie)"!.

Lie contribuy6 notablemente al desarrollo de la geometria diferencial, geometria al-
gebraica y teoria de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. Actualmente,
la Teoria de Lie no sélo se aplica en matematicas, sino que cada vez es mayor su
utilizacion en fisica teorica, en la moderna teoria de supercuerdas, y en Optica, cons-
tituyendo una importante aproximacion a la unificacion de la mecénica cuantica y
la relatividad general. Los aportes fundamentales que realiz6 Lie fueron el asociar
a cada grupo de transformaciones continuas un algebra de Lie y el establecer una
aplicacion del élgebra de Lie al grupo de Lie a través de los grupos a un parametro.

La correspondencia entre grupos de Lie y algebras de Lie creo un importante vinculo
entre el algebra y la geometria, que permite tratar algunos problemas desde distintas
perspectivas. Un aspecto importante en el estudio de esta teoria es la clasificacion
de las algebras de Lie cuyo problema se abord6 a principios de siglo XIX por Killing
y Cartan.

Por otro lado, Elie Joseph Cartan nacié en Dolomieu, el 9 de abril de 1869 y falleci6
a sus 82 anos (6 de mayo de 1951), fue matematico francés y llevd a cabo trabajos
fundamentales en la teoria de grupos de Lie, en la tesis doctoral presenta su gran
trabajo llamado Subélgebras de Cartan.

“Un algebra de Lie es una estructura algebraica definida sobre un espacio vectorial,
ademas, el término “algebra de Lie” (referido por Sophus), fue designado por Her-
man Weyl en 1934; previamente, en sus trabajos de 1925, Weyl habia utilizado la
expresién “grupo infinitesimal”.”?

Hablar de dichas algebras es dificil, por ello, es conveniente hablar de las aplicacion
de los trabajos de Sophus, como: la teoria de grupos y algebras de Lie las cuales
son destacadas por ser una herramienta primordial en la solucién de problemas de

"Fuentes, Luis y Lépez, Victor. Introduccién a las algebras de Lie, P4g. 5
2Duran, Antonio. Seccién Historia Gaceta RSME, Universidad de Sevilla. Vol. 5.1 (2002). Pag. 128.



Geometria, Ecuaciones Diferenciales, y la conexién de los problemas fisicos con la
matematica abstracta teniendo aplicaciones en teorias modernas como la teoria de
super-cuerdas. Esto y que matematicos como el francés Jean Dieudonné se refieran
a la teoria de Lie como un gran eje gigante en los avances cientificos, o que Albert
Einstein las usara en sus calculos para la Teoria General de la Relatividad hace
pensar en lo importante de su estudio.

Un aspecto importante de la teoria, es que Cartan tuvo la oportunidad de conocer a
Lie, y decidi6é continuar con el trabajo de Sophus, por tanto, Killing-Cartan estable-
cieron el concepto de las subalgebras de Cartan las cuales sirven para clasificar las
algebras de Lie, pero dicha clasificacion la hicieron sin pensar si existian o no exis-
tian las subalgebras de Cartan y luego de esa clasificacion pensaron ¢ existen esas
subalgebras?; por ello, realizamos una revision bibliografica y se encontrd, que en
cientos de publicaciones, algunos autores han dado por hecho que las subalgebras
de Cartan existen en las algebras de Lie y de esa forma, continlan con su analisis de
investigacion, y por el contrario, en otras publicaciones otros autores dan por hecho
que las subalgebras de Cartan no existen en las algebras de Lie y continlan con su
respectivo analisis de investigacion, y por lo general en ninguno de los dos casos las
demuestran, es decir; dan por hecho que existen o no existen y contintan con su
trabajo.

En los cursos ofertados en el plan de estudios de Licenciatura en Matematicas y
Fisica de la Universidad de los Llanos, se estudia la estructura de un algebra y el
algebra lineal, dejando de lado el estudio de otras algebras como lo son las algebras
de Lie, la cudl es un tema novedoso e interesante para cualquier estudiante de la
carrera.

De todo lo mencionado; es por ello que, en este trabajo estudiamos las extensio-
nes de los argumentos clasicos para establecer la existencia de las subalgebras de
Cartan en algebras de Lie solubles de dimensidn finita.

10



1. MARCO TEORICO

En este capitulo, presentamos los conceptos del algebra lineal que permitiran com-
prender las algebras de Lie.

1.1. TEORIA DE MATRICES

A continuacién, estudiamos las nociones basicas de la teoria de matrices.

Definicion 1.1.1. Sea m y n enteros positivos. Un arreglo rectangular de m filas y n
columnas de numeros reales.

all alp ... dip

an ayy ... Ay
A= . . .

aml Am2 .- Amn

Se llama matriz de orden (o tamarno) m x n, sobre R.

En forma abreviada se puede escribir la matriz A como (a;;)mxn, donde (a;;) denota
la entrada de A en la i-ésima fila y la j-ésima columna.

El conjunto de las matrices de orden m x n con entradas reales se denota con M (m,n,R),
en el caso de las matrices cuadradas (es decir con igual nimero de filas y columnas)
como M(n,R).

1 4 7
Ejemplo1.1.1. SeaA=| 2 5 8 | una matriz de orden 3.
369
. 4 25 :
Ejemplo 1.1.2. SeaB = < > 1 6 ) una matriz de orden 2 x 3.

Definicion 1.1.2. SiA = (aij)mxn ¥ B = (bij)mxn SON matrices del mismo orden, se
define la suma de A y B, la cual se nota A+ B, como la matriz C = (cij)mxn de orden
m X n, donde:

cij=a;j+bij, (1<i<m,1<j<n).

Ejemplo 1.1.3. SeanA = ( 123 ) yB= ( 790 ) , matrices de orden 2 x 3,

6 5 4 1 2 8
entonces:
8 11 3
A+B—C—<7 7 12).

Propiedades 1.1.1. SiA, B y C son matrices de orden m x n entonces:

11



1. A+ B=B+A.
2. A+ (B+C)=(A+B)+C.

3. Existe una unica matriz O de orden m x n, llamada matriz nula, tal que, A+0 =
0+A=A.

4. Para toda matriz A, existe (—A), llamada matriz inversa aditiva, tal que A +
(—A) =0.

Definicion 1.1.3. Si a es un escalar y A = (a;j)mxn Una matriz de orden m x n, se
define el multiplo escalar A como la matriz B = (b;j)mxn de orden m x n, donde:

bl]:(xau,(lglﬁm,lSJg”)

Propiedades 1.1.2. Dadas las matrices A y B de orden m x n y los escalares 1, 0, o
y B, entonces se cumple que:

1. (afB)A = a(BA).

2. ¢(A+B) =aA+aB.
3. (a+B)A=o0A+BA.
4. 1A =A.

5. 0A=0.

Definicion 1.1.4. Dadas dos matrices A = (aix)mxn ¥ B = (byj)nxp. Se define el pro-
ducto de A por B como la matriz C = (c;j)mxp, Cuyos elementos vienen dados por:

n
Cl'j = Z aikbkj.
k=1

Ejemplo 1.1.4. Sean A = ( 123 ) y B = matrices de orden

0 45

NS

1
0
2

O 3 W

1
3
5
A

. (22 12 7 38
2 x 3 y de orden 3 x 4, respectivamente, entonces: AB = < 37 14 10 73 )es una

matriz de orden 2 x 4.

Ejemplo 1.1.5. Sean A = ( g g ) yB= ( 2 ? ) matrices de orden 2, entonces
AB es:

56 17
wo(57)
Propiedades 1.1.3. Si A, B y C son matrices de ordenes apropiados, entonces se
cumple que:

12



1. A(BC) = (AB)C.
2. A(B+C) =AB+AC.
3. (A+B)C = AC+BC.

Definicion 1.1.5. Sea una matrizA = (a;;) de orden m x n, entonces, la transpuesta
de A, que se escribe AT de orden n x m, se obtiene al intercambiar las filas de A por
las columnas, o equivalentemente escribir las columnas de A por filas, es decir:

SiA = (a;})mxn, entonces AT = (a;i)nxm-

Ejemplo 1.1.6. Sea A =

1 37
AT _
por: A _(2 6 9).

Propiedades 1.1.4. Sean A y B matrices de orden m x n y o un escalar, entonces se
cumple que:

~N W =

2
6 |, entonces la matriz transpuesta de A esta dada
9

Definicion 1.1.6. Dada una matriz A de orden n, la traza de A, la cual se nota como
tr(A), se define como la suma de los elementos de la diagonal principal, es decir:

n
ll’(A):Zaii.
i=1
3 731
. 4 9 23 )
Ejemplo 1.1.7. SeaA = 16 1 8 una matriz de orden 4, entonces, tr(A) =
4 3 56

3+9+14+6=19.

Propiedades 1.1.5. Sean A, B y C matrices de orden n y a. un escalar, se cumple
que:

1. tr(A+B) =tr(A) +tr(B).

2. tr(0A) = atr(A).

13



3. tr(A)T =tr(A).
4. Si A es una matriz de orden n x m y B una matriz de orden m x n entonces
tr(AB) =tr(BA).

Definicion 1.1.7. Se define la matriz diagonal como la matriz A = (a;j),.,
todos los elementos fuera de la diagonal son nulos, esto es a;j =0, sii # j,

tal que

ai; O 0

0 a 0
A= 2

0 0 ... au

Definicion 1.1.8. Se define la matriz triangular superior como la matriz B = (b;;), ..,
tal que todos los elementos de abajo de la diagonal son cero, esto es b;j =0, sii> j,

bll blz . o bln
B 0 b?Q b.zn
0 0 ... by

Definicion 1.1.9. Se define la matriz triangular inferior como la matriz B = (b;;), .,
tal que todos los elementos de arriba de la diagonal son cero, esto es b;j =0, sii < j

b;y 0 ... O
by by ... 0
p=| 7]
bnl bn2 bnn

Definicion 1.1.10. Se define la matriz identidad como la matriz 1, = (§;),., de orden
1 sii=j

ncon5,-j3:{ 0 siidt] , s decir,
ro .. o0
01 ...0
I, = PR .
00 ... 1

Definicién 1.1.11. Una matriz real A es simétrica si AT = A. Equivalentemente, A =
(i), €S Simétrica sicada a;j = aj;.

1 2 5
Ejemplo 1.1.8. LamatrizA=| 2 3 =2 | de orden 3, es una matriz simétrica,
5 =25
1 2 5
yaque, AT=| 2 3 -2 | =A.
5 =25

3Se llama el simbolo de Kronecker o delta de Kronecker.
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Definicion 1.1.12. Una matriz real A es antisimétrica siAT = —A. Equivalentemente,
una matrizA = (aij),.., €s antisimétrica si cada a;; = —aj;. Claramente, los elementos

de la diagonal principal de una matriz antisimétrica deben ser nulos, ya que a;; = —a;;
implica a;; = 0.

0 -2 4
Ejemplo 1.1.9. La matriz A = 2 0 =2 | deorden 3, es una matriz antisi-
-4 2 0
métrica, debido a que,
0O 2 —4 0 -2 4
AT=1 -2 0 2 |=—-| 2 0 -2 |=-A
4 -2 0 -4 2 0

Definicion 1.1.13. Sea A una matriz cuyos elementos son numeros complejos; la
matriz obtenida a partir de A sustituyendo cada elemento por su respectivo conjugado
se llama matriz conjugada de A y se representa por A.

Ejemplo 1.1.10. Dada A = ( ii—i 5;’ ) , s una matriz de orden 2, cuya matriz
. e[ 3—i 5—i
conjugada es: A = ( Ati 8 )

Definicion 1.1.14. Sea A una matriz de orden n, se dice que es una matriz nilpo-
tente si existe un k € N tal que A* = 0.

Ejemplo 1.1.11. La matrizA = ( 2 :2 ) es nilpotente de orden 2, dado que:

2o (6 9N [(6 —9)_(36-36 —36+36)_(00
—\4 -6 )4 -6 )7\ 24-24 36436 )"\ 00 )
1.2. ESPACIOS VECTORIALES

Para comprender qué es un espacio vectorial es necesario tener claro qué es un
campo. A continuacién, presentamos la definicion de campo.

Definicion 1.2.1. Un campo IF, es un conjunto no vacio o una estructura algebraica
en el que se definen dos operaciones, llamadas suma (+) y multiplicacioén (-). Que
satisface los siguientes axiomas:

1.a+belF VabeF.
2.a+b=b+a,Vabeck.

3 a+(b+c)=(a+b)+c,VabyceF.

15



10.

11.

30€F,0+a=a+0=a,VackF.
VaeF,3(—a)elF, a+(—a)=(—a)+a=0.
a-beF,VabeF.

a-b=b-a,Va,bel.
a-(b-c)=(a-b)-c,VabycePF.
dl1eF,VaeF, 1l-a=a-1=a.
Va#0eF,3a'eF,a-a'=a'a=1.

a-(b+c)=a-b+a-c,Vabycel.

Ejemplo 1.2.1. E/ conjunto de los numeros racionales Q, numeros reales R y el de
los numeros complejos C, son campos con las operaciones suma y multiplicacion
usuales.

Definicion 1.2.2. Un conjunto V se denomina espacio vectorial sobre un campo T,
si se tiene dos operaciones llamadas suma (+) y multiplicacién por escalar (-). Que
satisfacen los siguientes diez axiomas:

N L Db

© ® N O O

10.

ut+veV, VuvelV.

u+v=v+u, Vuvev.

u+w+w)=u+v)+w,VuvyweV.
F30€V.YueV,0+u=u+0=u (0 es el médulo de la adicién).
VueV,3(—u)eV,u+(—u)=(—u)+u=0.

k-ueV,VueV ykePF.

k-(u+v)=k-u+k-v,YuveVykec F.

(k+j) u=k-u+ju, YueVyk jeF.

(k-j) u=k-(j-u),YueVyk,jeF.

YueV,1-u=u, endonde 1 es el elemento unidad de IF.

Los elementos de V se llaman vectores y los elementos de [F se llaman escalares.

Ejemplo 1.2.2. E/ conjunto M(n,F) de matrices de orden n sobre F con la suma
(Definicion 1.1.2) y multiplicacion por un escalar (Definicion 1.1.3) son un espacio
vectorial.

16



1.3. SUBESPACIOS VECTORIALES
En esta seccion, presentamos la definicion y algunos ejemplos de subespacio vecto-
rial que seran utiles para la investigacién.

Definicion 1.3.1. Sea V un espacio vectorial y W un subconjunto no vacio de V. Si
W es un espacio vectorial con respecto a las operaciones de V, entonces W es un
subespacio de'V.

Teorema 1.3.1. Sea V un espacio vectorial sobre un campoF y W CV no vacio, W
es subespacio vectorial de 'V si:

1. Vuwe W, u+veWw.
2 Yue Wy VvVkeF kuew.

Ejemplo 1.3.1. Considere el conjuntoW = {X € M(n,F) | X + X" = 0}. Verificaremos
que W es un subespacio vectorial de M (n,TF).

Soluciéon. SeanX,Y ¢ W y a € F, donde F es un campo, entonces:

1. W+#0, yaque 0 € W, debido a que 0+07 = 0.

2. ComoX,Y € W, entonces X +XT =0y Y +YT =0. Por lo tanto,

X+Y)+X+)T = X+7)+&xT+y")
= X+xDH)+@x+r)=0ecw.

3. ComoacF yX eW, entonces X +X' =0. Por lo tanto,

(aX)+(axX)! = aX+ox! =a(x+x7)
a0=0eW.

De1.2. y3. W es un subespacio vectorial.

Notaremos como sl(n,[F) como el conjunto de matrices de traza nula de orden n en
un campo F.

Ejemplo 1.3.2. sl(n,F) = {X € M(n,F) | tr(X) = 0} es un subespacio vectorial.
Solucion. Sean X,Y € sl(n,F) y a € F, donde F es un campo, entonces:
1. sl(n,F) # 0, ya que 0 € sl(n,IF) debido a que tr(0) = 0.

17



2. Veamos que siX,Y € sl(n,F) entonces tr(X +Y) = 0, en efecto:

n
r(X+Y) = Z@+YU—ZXﬁH
i=1 i=1

n

= Y Xi+ ZY,, =tr(X) +tr(Y)
i=1 i=1

= 0+0=0¢cslnTF).

3. Veamos que sio. € F, X € sl(n,F) entonces tr(aX) = 0, en efecto:

tr(aX) = Zn:oc azn:X,

i=1 i=1

= atr(X)=a0=0¢csl(n,F).

De 1.2. y3.sl(n, F) es un subespacio vectorial.

Definicion 1.3.2. Seanv,v,,...,v, vectores en un espacio vectorial V, sobre un cam-
po .

1. Unvectorv €V, es una combinacion lineal devi,v,, ...,v, Si existen a;, 0y, ..., 0, €
[, tales que v = vy + 0pvy + ... + Quvy,.

2. Diremos que vy,v,,...,v, generan a 'V, si cada vector de V es una combinacion
lineal de vi,vy,...,v,

3. vi,va,...,v, SON linealmente independientes si y s6lo si la unica forma que a;v; +
o+ ...+o,v, =0,esquea; = ay =...= a, =0. En caso contrario diremos
que son linealmente dependientes.

4. Diremos que el conjunto G = {vi,v,,...,v,} es una base deV si los vectores de
G son linealmente independientes y generan a'V. Ademas, la dimension de V
esn.

Ejemplo 1.3.3. Seanv; = (1,1,0),v, = (0,1,1) y v3 = (1,0,1) vectores de R*,G =
{v1,v2,v3} es una base de R?, ya que:

1. vi1,v2,v3 son linealmente independientes, en efecto: av, + Bv, + yv3 = 0, enton-
ces se tiene que,

o(1,1,0)+p(0,1,1)+y(1,0,1) = (0,0,0),

es decir,
a+y=0,
a+p =0,
B+v=0,
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por tanto,

2. Sea(a,b,c) € R3. Siav;+Bvy+yv3 = (a,b,c) entonces se tiene que:

o(1,1,0)+ B(0,1,1)+v(1,0,1) = (a,b,c),

eslo es,
o+vy=a,
o+ =b,
B+v=c,

Al solucionar el sistema de ecuaciones lineales, tenemos que:

o — a+b—c
— 5 ,
—a+b+c

ﬁ—T,
B a—b+c
= 5 .

Luego, cualquier vector de R3 puede generarse a partir de vi,v, y v3.

De 1. y2. G es una base de R3.

Definicion 1.3.3. Una funcion o aplicaciéon ¢ : V — W es una regla de asociacion
entre los elementos de V y los elementos de W. Los conjuntos V y W se llamaran
dominio y codominio de @, respectivamente, y al subconjunto de W formado por
todas las imagenes de los elementos de V se llamaran conjunto imagen de ¢.

Definicion 1.3.4. SeanV y W espacios vectoriales cualesquiera sobre el campo F.
Una aplicacion T : V — W es llamada una transformacion lineal si¥Y o € F y ¥ u, v
€V se verifica que:

1. T(au) = oT (u).
2. Tu+v)=T(u)+T(v).

Observacion 1.3.1. Es importante aclarar que para los espacios vectorialesV y W,
denotaremos de la misma forma la suma, el producto por escalar y el vector 0, asi
sean operaciones y vectores diferentes, respectivamente.

X
. > -2
Ejemplo 1.3.4. Seala funcion T : R®> — R?, talque | y | = @Z_)yc) , entonces T es
Z

una transformacion lineal, en efecto:
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Solucioén. Para probar que T es una transformacion lineal, debemos verificar que se
cumple la Definicion (1.3.4)

X
1. SeaBcFyv=|y| €R> Veamos que T(awv) = aT(v), en efecto:
z

X Bx
_ _ (Bx—2By
TP ; - gﬁ (ZBZ—ﬁX)

5 (52) - (>

X1 X2
2. Seanvi= [y | yva=|y2|,€R> entonces T(vi +v3) = T(v1) +T(v2),
4| 22
X1 X2 (x1+x2)
x1+x) —2(y; +
AE)- ()] - #(55) - o)
21 2 (z1+22)

—2y1) + (x2 —2y2)
2Z1 —x1)+ (222 —x2)

X X
2)’1) <x2—2y2>:T yi o yz

2Z1 —X1 220 —x2
21 )

De 1. y2. T es una transformacion lineal.

Definicion 1.3.5. SeanV y W espacios vectoriales y T : V — W una transformacion
lineal. Se define el Kernel o el nucleo de T como:

Ker(T):={xeV |T(x) =0},
y laimagen de T como:
Im(T):={yeW|3IxeV,y=T(x)}.

Definicion 1.3.6. Si una transformacion lineal es una funcion inyectiva, decimos que
es una transformacion lineal inyectiva.

Teorema 1.3.2. SeanV y W espacios vectoriales y T : V — W una transformacion
lineal, entonces:
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1. SiT es inyectiva entonces Ker(T) = {0}.

2. SiKer(T)={0} entonces T es inyectiva.
Demostracién. Probaremos que T es inyectiva siy sélo si Ker(T) = {0}.

i) 1.= 2. Supongamos que T es inyectiva. Sea x € Ker(T). Entonces, T'(x) = 0.
Como T es una transformacién lineal, 7(0) = 0, por tanto, 7'(x) = 0 = T(0).
Luego, por ser T inyectiva, x = 0.

ii) 2. = 1. Reciprocamente, supongamos que Ker(T) = {0} y sean x,y € V con
T(x)=T(y). Entonces, T(x—y) =0. Luego,x—y=0—x=1y.

De i) y ii) comprobamos el bicondicional. O

1.4. ESPACIO COCIENTE

En esta seccidon estudiamos el cociente de un espacio vectorial V por un subespa-
cio W. Este cociente se define como el conjunto cociente de V por una relacién de
equivalencia conveniente.

Definicion 1.4.1. Si V es un espacio vectorial y W es un subespacio cualquiera,
definimos en'V la siguiente relacion binaria R:

uRvsiu—veW, YuyvelV.

Entonces R es una relacion de equivalencia en'V .

Observacion 1.4.1. Siu—v e W equivalea,u—v=w, we W, esdecibu=v+w, w e
W y abusando del lenguaje matematicou =v+W.

Definicién 1.4.2. La clase de equivalencia de un vectorv € V, se denota como:

V] 6 v+W.

El conjunto cociente se denotaV /W y se define como:
V/W={]p]=v+W]|veV}.

El cual se denomina espacio cociente de V porW.

La proyeccién canénica m : V — V /W que existe para cualquier relacién de equiva-
lencia, explicitamente se define como: #(v) = [v]| =v+W.
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Teorema 1.4.1. SiV es un espacio vectorial y W un subespacio vectorial, se definen
enV /W las siguientes operaciones:

1. [u]+[v]=[u+v], Vu,veVv.

2. aul=[ou,VacFyVueV.
Con respecto a estas operaciones, V /W es un espacio vectorial.

Demostracion. Para demostrar que V /W es un espacio vectorial debemos verificar
que se cumplen los axiomas de la Definicion (1.2.2).

1. Sean [u],[v]| e V/W.

ul+p] = W+W)+w+W)=(u+v)+(W+W)
= (u+v)+W=u+vleV/w.

2. Sean [u],[v] e V/W.
U]+ V] =u+v)=[v+u = +[u cV/W.
3. Sean [u],[v],[w] e V/W.

W+ (W) = [+ +w]=lut(v+w)]=[(utv)+w]
= [wrv]+w=((u+P)+MWev/w

4. Supongamos que [0] es el modulo de la suma en V /W, entonces:
0]+ [u] = [0+u] =[u] e V/W.
5. Supongamos que [—u]| es el inverso aditivo de [u], por lo tanto:
[u] +[—u] = [u—u]=1[0] € V/W.
6. V[ul €V, [weWyacF, entonces:

au] = a(u+W)=(au)+(aW)
= (ou)+W=[oulcV/W.

7.VueVya, BeF

a(Blu]) = ofBu]=[o(Bu)]
= [(aB)u] = (aB)lu] € V/W.
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8. V[ueVyleF

Lu] = [lu] = [u] € V/W.

a(ul+P) = afutv]=[a(utv)]=[ou+ o]
= [ou]+ o] = afu] + alv] e V/W.

10. VuleVya, BeF

(@+P)u] = [(o+B)u] = [au+ Bu]
= [au]+ [Bu] = afu] + Blu] € V/W.

Por lo tanto, V /W es un espacio vectorial. ]

Definicion 1.4.3. Un espacio vectorial se dice de dimension finita (o finito-dimension)
si tiene al menos una base finita.

Teorema 1.4.2. SeaV un espacio de dimension finita y W un subespacio, entonces:

dim(V /W) =dim(V) — dim(W).

Demostracion. Apartir de la hipétesis del presente Teorema, V es un espacio de
dimension finita, por tanto, satisface que tiene al menos una base finita, como se
nombra en la Definicién (1.4.3). Ahora, para demostrar que dim(V /W) = dim(V) —
dim(W') debemos verificar que cumple los items 3. y 4. de la Definicién (1.3.2).

1. Para ver que son linealmente independientes, supongase que:
n n
0=Y al=| Y awl,
i=m+1 i=m+1

entonces, }.i' .| &v; € W, en consecuencia, existen oy, ..o, tales que:

n m
Z oivi = Z i[vi]
i=1

i=m+1

Por la independencia lineal de vy,...,v, se sigue que ,1,..,04, = 0. Por lo
tanto, v+ 1,...,v, SON Una base de V /W.
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2. Sean m = dim(W),n =dim(V) y vy, ...,v;y Una base de W. Se puede completar
la base hasta obtener unade V,vi, ...,V Vips 1, ---, V-

avi YvevV.

n
V=

i=1

De la teoria mencionada en esta seccion y de que vy, ...,v,, € W, tenemos:

[V] = i OC,'[V,'], [Vl] =..= [vm] = {0}

i=m+1
Luego, se tiene que [vy+1], ..., [v4] generan V /W
De 1.y 2. comprobamos que dim(V /W) = dim(V) — dim(W). O

1.5. ALGEBRAS

En esta seccion estudiamos la definicion de algebra y ejemplos que ayudaran en este
estudio.

Definicion 1.5.1. Sea [F un campo. Diremos que A es una F—algebra si y sélo si:

1. A es un espacio vectorial sobre F y

2. Existe una operacion bilineal (-,-) : A x A — A, denotada por (a,b) — a-b. Es
decinVa,byceAyvY a,B €F se cumple que:

a) (aa+Bb)-c=o(a-c)+P(b-c)
b) ¢-(aa+Bb) =o(c-a)+PB(c-b).

Definicion 1.5.2. Se dice que el algebra A es abeliana (conmutativa) si ab = ba para
todo par de elementos de A.

Definicion 1.5.3. Sea A un algebra y Ay C A, Ag es una subalgebra, Ay por si es un
algebra.

Definicion 1.5.4. Sea A una algebra eI C A. Diremos que I es un ideal de A si y sdlo
Si:

1. I es un subespacio vectorial de A,
2. x-yel,VxeA, Vyel.

Ejemplo 1.5.1. Las matrices de orden 2 con entradas reales, es un algebra sobre el
campo de los reales (R) con las operaciones usuales de: suma, multiplicacion por
escalar y multiplicacion de matrices.
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2. METODOLOGIA

El tipo de investigacién que utilizamos es la pura, ya que GARZA* describe, se plan-
tea enriquecer el conocimiento sin preocuparse por la aplicacion directa de los resul-
tados. La metodologia usada es la tedrica, la cual hace parte del saber especifico y
area de formacién de la Licenciatura en Matematicas y Fisica de la Universidad de
los Llanos.

Esté linea de investigacién, permitié analizar y reflexionar sobre la informacién obte-
nida durante el desarrollo de este proyecto de manera precisa y objetiva.

2.1. FASES
A continuacién, presentaremos las fases del trabajo de grado.
2.1.1. FASE DE REVISION BIBLIOGRAFICA

Realizamos una revision bibliografica exhaustiva a lo largo de este trabajo, con el fin
de buscar los soportes teoricos relacionados con el algebra lineal, algebra moderna,
algebras de Lie y finalmente subéalgebras de Cartan favoreciendo especialmente los
referentes tedricos como: Pinzon Sofia, Castro Arturo, Gutiérrez Ismael y Navarro
Manuel, Rodriguez Miguel, San Martin Luiz A.B., entre otros.

2.1.2. FASE DE DESARROLLO

Esta fase, la desarrollamos teniendo en cuenta principalmente algunos conceptos
teoricos necesarios, como: ideal maximal propio, minimal y abeliana, algebra abelia-
na, subalgebra maximal, axioma de eleccién, entre otros.

2.1.3. FASE DE ANALISIS

Realizamos procedimientos matematicos-demostrativos para lograr establecer la exis-
tencia de las subalgebras de Cartan en las algebras de Lie solubles de dimensién
finita.

2.1.4. FASE DE SINTESIS

Organizamos el informe final mediante el compilador ETEX y el editor Texmaker en su
version de prueba, generando como producto un archivo .pdf que contiene la infor-
macioén. También, se realiz6 un resumen para la sustentacién final de dicho informe,

4GARZA MERCADO, Ario. Manual de técnicas de investigacién para estudiantes de ciencias so-
ciales y humanidades. 7ma ed. México D.F.: El colegio de México, Biblioteca Daniel Cosio Villegas,
2007. ISBN 968-12-1298-3. Pag. 15
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ante la comunidad académica de la Licenciatura en Mateméticas y Fisica de la Uni-
versidad de los Llanos u otros aquellos interesados en el tema.
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3. ANALISIS DE RESULTADOS

En esta seccion presentamos la teoria de las algebras de Lie y estudiamos algunas
definiciones faltantes para completar el trabajo y extenderemos los argumentos cla-
sicos para mostrar la existencia de la subalgebra de Cartan excepto en el caso de
algebras de Lie no solubles sobre cuerpos finitos con un nimero pequefio de ele-
mentos.

3.1. ALGEBRAS DE LIE

Definicion 3.1.1. Una &lgebra de Lie consiste en un espacio vectorial g dotado de
una operacion producto llamada corchete o conmutador denotado por:

[, ]igxg—g

la cual satisface las siguientes propiedades:

1. Bilinealidad, es decir, que para todo X,Y,Z € g ya,b € F se cumple que
[aX 4-bY,Z] = a[X,Z] + b[Y,Z], (3.1)
[Z,aX +bY] = a[Z,X] +b[Z,Y]. (3.2)
2. Antisimetria, es decir, que para todo X,Y € g tenemos que

X,Y]=—[Y,X]. (3.3)
3. La identidad de Jacobi, esto es, para cualesquiera X,Y,Z € g tenemos que
(X,[Y,Z]|+[Y,[Z,X]]+[Z,[X,Y]] =0, (3.4)
que puede ser reescrita alternativamente de la siguiente forma
(X,Y,Z]| =[X,Y],Z]+|Y,[X,Z]]. (3.5)

Aplicando solamente la definicién de algebra de Lie obtenemos la siguiente proposi-
cion.

Proposicion 3.1.1. Sig es un algebra de Lie, las siguientes proposiciones son equi-
valentes

1. Paratodo X,Y € g; [X,Y] = —[V,X].

2. ParatodoX € g; [X,X]|=0.
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Demostracion.

i) 1 =2.8Sean X,Y € g, por hipétesis tenemos que [X +Y,X] = —[X,X +Y] que
se puede reescribir de la forma [X +Y,X]+ [X,X + Y] = 0 obtenemos que:

0 = [X+4Y,X|+[X,X+Y]

0 = [X,X]+[V,X]+[X,X]+[X,Y]
0 = [X,X]+[V,X]+[X,X]-[V,X]
0 = [X,X]+[X,X]

0 = 2[X,X].

Dada la arbitrariedad de X se tiene que para todo X € g[X ,X]| = 0.
i) 2= 1. Sean X,Y € g entonces por hipétesis [X,X] =0y [Y,Y]| =0, ademas:

= [X+4Y,X+Y]

= X, X+Y|+[Y,X+Y]

= [X,X]|+[X,Y]+[V ,X]+][Y,Y]
X,Y]+[Y,X].

oS o O©O O

Por lo tanto para todo X,Y € g; [X,Y]=—[V,X].

Por i) y ii) queda demostrado. O

Notaremos como gl(n,F) el conjunto de todas las matrices de orden n en un campo
F.

Ejemplo 3.1.1. gl(n,F) es una algebra de Lie donde el corchete esta dado por
[X,Y]=XY —-YX,VX,Y € gl(n,F)

Solucion. Sabemos que gl(n,IF) es un algebra, para que gl(n,F) sea una algebra de
Lie debe cumplir las condiciones dadas en la Definicion (3.1.1), por lo tanto debemos
demostrar que: el corchete en gl(n,F) es bilineal, antisimétrico y que satisface la
identidad de Jacobi.

Seana,b € F yX,Y, Z matrices de orden gl(n,TF).

= Bilinealidad
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1. [aX +bY ,Z) = a[X ,Z) + b]Y ,Z).

aX+bY ,Z| = (aX+bY)Z—Z(aX +DY)
= aXZ+bYZ—ZaX —ZbY
= aXZ+bYZ—aZX —bZY
= aXZ—aZX+bYZ—-DbZY
= a(XZ—-ZX)+b(YZ—2ZY)
alX,Z]+0b[Y ,Z].

2. [Z,aX +bY|=alZ,X]+D[Z,Y].

[Z,aX +bY| = Z(aX+bY)— (aX+bY)Z
= ZaX+ZbY —aXZ—-bYZ
= aZX+bZY —aXZ—-bYZ
= aZX —aXZ+DbZY —bYZ
— a(ZX —XZ)+b(ZY —YZ)

alZ,X])+Db[Z,Y].

De 1. y 2. obtenemos la bilinealidad del corchete en gl(n,F).

= Antisimetria del corchete. Para demostrar que es antisimétrica podemos usar
cualquiera de las dos proposiciones (3.1.1), esto es:
Sea X ¢ gl(n,F), entonces [X ,X] =X.X —X.X = X?>—X?=0. Y asi por la pro-
posicién (3.1.1) tenemos que [X ,Y]| = —[Y ,X] en gl(n,F).

= |dentidad de Jacobi.

Para demostrar que cumple la propiedad de Jacobi, usaremos la Ecuacion (3.5),
seanX,Y,Z € gl(n,F):

[[XaY]>Z]+[Ya[X’Z]] = ([X,Y]Z—Z[X,Y])—l—(Y[X,Z]—[X,Z]Y)
= (XY —YX)Z—-Z(XY —YX)+Y(XZ—-ZX)— (XZ—ZX)Y
= XYZ-YXZ—-ZXY+Z2YX+AYXZ-YZX —XZY +ZXY
= XYZ+ZYX -YZX —XZY
= (XYZ—XZY)+(ZYX —YZX)
= X(YZ-2ZY)—(YZ—-2ZY)X
= X[v,Z]-[v,Z]X
X, [¥,Z]].

Por lo anterior, obtenemos que gl(n,F) es un algebra de Lie.

Definicion 3.1.2. Sea g una algebra de Lie, se dice g es una algebra de Lie abeliana
si[X,Y] =0, paratodoX,Y € g.
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Ejemplo 3.1.2. E/ campo F con el conmutador [X,Y] = XY —YX es una algebra de
Lie abeliana, ya que, ¥V X,Y € IF se cumple que [X,Y] = XY —YX = 0 porque F cumple
la propiedad conmutativa con las operaciones usuales.

Ejemplo 3.1.3. Cualquier espacio vectorial g con [X,Y] =0, para todo X,Y € g se
puede convertir en algebra de Lie, esto esta bien definido ya que, de la Definicion
(3.1.1) un algebra de Lie debe ser espacio vectorial y dotar la operacion corchete

[’]

b
Ejemplo 3.1.4. En particular, el conjunto A = d , €s un algebra de Lie
0

~ Q 0

a
0
0
ra de Li

D

con el corchete [X,Y] = XY —YX. A esta dlgeb
Heisenberg de orden 3.

, se denomina algebra de

3.2. SUBALGEBRAS DE LIE

En esta seccidn introducimos la definicion de subalgebra de Lie y algunos ejemplos,
que ayudaran al desarrollo de la tematica.

Definicidn 3.2.1. Sea g una algebra de Lie. Una subalgebra de Lie de g es un subes-
pacio vectorial ty de g que es cerrado por el corchete, es decir, si X,Y € h entonces
[X.,Y] €.

Ejemplo 3.2.1. so(n,F) = {X ¢ gl(n,F), X +XT = 0} es una subdlgebra de Lie de
gl(n,F). Aqui XT es la matriz transpuesta de X yn > 2.

Solucion. Debemos comprobar que siX,Y € so(n,FF) entonces [X,Y] € so(n,IF). Para
que [X,Y] € so(n,TF) se debe cumplir que [X,Y]+ [X,Y]T =0, veamos:

X, Y]+ x,Y]7 = Xy -vX+((XxXy-vx)’
= XY -YX+(xy)" —(vx)"
= XY -vx+vTx?T —xTy?
= XY -vXx+vTx?T —xTy? y xy? —xy?
= X(r+vN)—vx+v'xT —(x"+x)v"
= yIxT—yx+yx?T —yx?
YT+)xT —y(x +x7)=0.

Por lo tanto, [X,Y] € so(n,IF) y se demuestra que so(n,F) es subdlgebra de gl(n,F).

Ejemplo 3.2.2. sl(n,F) = {X € gl(n,F),tr(X) = 0} es una subdlgebra de Lie de
gl(n,IF).
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Solucion. Debemos comprobar que siX,Y € sl(n,IF) entonces [X Y] € sl(n,F). Para
que [X,Y] € sl(n,F) se debe cumplir que tr([X,Y]) =0, veamos:

r([X,Y]) = tr(XY —YX)
= tr(XY)—tr(YX)
= tr(XY)—tr(XY)
= 0.

Por lo tanto, [X,Y] € sl(n,IF) y se demuestra que sl(n,IF) es subalgebra de gl(n,F).

Ejemplo 3.2.3. sp(n,F) = {X € gl(2n,F) | XJ +JXT = 0} es una subalgebra de Lie
gl(n,IF) donde J esta dada en bloques de tamario n.

0 -1
J= nxn
(1 6)

aqui l,x, representa la matriz identidad de orden n.

Solucion. Debemos comprobar que si X,Y € sp(n,F) entonces [X,Y] € sp(n,IF), se
debe cumplir que [X,Y]J+J[X,Y]T =0. Como X,Y € sp(n,FF) entonces XJ +JXT =0
yYJ+JYT =0, por lo tanto:

X,y +Jx,Y]! = Xy —-vxX)J+Jxy—-vx)T
= XYJ-YXJ+J(XY)T —J(rx)"
= XYJ-YXJ+(rT)xT — (xT)
= XYJ-YXJ-Y(UXxD)+x@ur?h)
— XYJ-YXJ+YXJ—XYJ

0.

YT

Por lo tanto, [X,Y] € sp(n,IF) y se demuestra que sp(n,F) es subdlgebra de gl(n,F).

Ejemplo 3.2.4. E/ subespacio generado por las matrices triangulares superiores de
orden 3 son una subélgebra de Lie de gl(n,IF), las matrices son de la forma

S O Q
S X
o N 0

3.3. GENERALIDADES ALGEBRAICAS

En esta seccion introducimos algunos conceptos provenientes de la teoria de grupos,
que apoyaran el desarrollo de nuestra tematica.
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3.3.1. IDEALES, HOMOMORFISMOS Y AUTOMORFISMOS

Definicion 3.3.1. Sean g una algebra de Lie e I C g. Diremos que I es un ideal de g
Si y solo si:

1. I es un subespacio vectorial de g.

2 [X,Y]el,VYXecg VYEL

Si I es un ideal de g, entonces escribiremos I < g. Obviamente {0} y g son ideales de
g. Estos ideales se denominan ideales triviales de g.

De la definicion de subalgebra es claro que todo ideal es una subalgebra, sin embar-
9o, no toda subalgebra es un ideal, por ejemplo:
Ejemplo 3.3.1. E/ subespacio de sl(2,R) generado por ( (1) _01 ) es una subalge-

bra por ser unidimensional. Sin embargo, no es un ideal pues
1 0 01 - 1 0 01\ (01 1 0
0 -1 /°’\L0 0 a 0 —1 00 00 0 —1
- 01y (0 —-1Y)_(02
- 00 0 0 -~ \0 0 /)

Finalmente destacamos que; un ideal es abeliano en un algebra de Lie cuando sin
importar el orden como se operen los elementos mediante la operacion corchete,
conmuta.

Ejemplo 3.3.2. El subespacio W de las matrices triangulares superiores con ceros
en la diagonal de orden 3 es un ideal del espacio generado por las matrices descritas
en el Ejemplo (3.2.4).

0 a b
Ejemplo3.3.3. I=| 0 0 ¢ | esunideal del algebra de Heisenberg, ya que,
00O
0 a b Xy z 0 a b Xy z Xy z 0 a b
00 c|,] 0wgqg =10 0 ¢ Owgqg|—10wgqg 0 0 ¢
00O 00 p 00O 0 0 p 0 0 p 00O

aw bp+aq 0 ax bx+cy
0 cp -1 0 O cw
0 0 0 O 0

0

0

0

0 alw—x) b(p—x)+aq—cy

=10 0 c(p—w) el
0 0 0
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Definicion 3.3.2. Sea g una dlgebra de Lie. El centro de g se denota como Z(g) y se
define de la siguiente manera:

Z(g)={Xeg|[Y,X]=0,VY g}

El centro son las algebras de Lie que se anulan con un mismo elemento.
Ejemplo 3.3.4. El centro de s1(2,[F) = 0.
b

—a

(2 %)(5 %)

Solucion. SeaA = ( ? ) € Z(sl(2,IF)), entonces

(%) 2)- (2 2)(E %)
= ( sy i) ) =0

bz—cy=0
ay—bx=0 } —a=b=c=0.
cx—az=0
00 Xy
Como a =b = c =0, entonces 00 )\, Zx = 0. Por tanto, se concluye
que Z(sl(2,F)) = 0.
Ejemplo 3.3.5. E/ centro de gl(2,FF) # 0.

Solucion. Sea A = ( a b
c d

)= )0
_ bz—cy (a—d)y—b(t —x) _o.
{( c(x—1)+z(d—a) cy—bz )1

) € Z(gl(2,TF)), entonces

Esto es,

bz—cy=0
(a—d)y+b(x—1t)
c(x—1t)+z(d—a)

0 }:>b:c:0,d:a.
0

Por tanto, Z(gl(2,F)) = {( g 2 ) ,a€ R}.
Proposicion 3.3.1. E/ centro Z(g) es un ideal de g.
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Demostracion. Probaremos que el centro de un algebra de Lie g es un ideal de g.

1. Sean X;,X, € Z(g). Entonces, VY € g se verifica que [X; +X5,Y] = [X;,Y] +
[X2,Y] = 0. Por lo tanto, X;,X> € Z(g).

2. Seana € FyX; € Z(g). Entonces, VY € g tenemos que [aX;,Y] = a[X;,Y] =
o0 =0. Asi aX; € Z(g).

Entonces, por 1.y 2. se tiene que Z(g) es un subespacio vectorial de g.

3. SeanY €Z(g),Z € g. Entonces

Y.z, x] = —-[X,[¥.Z]],VXeg
— Y ZX]+[Z[X.Y]|VX €g
= 0+[Z,0]VX €g
= 0VXeg

Por lo tanto, [Y,Z] € Z(g),VY € Z(g),Z € g.

Esto demuestra que Z(g) es un ideal de g. O

Definicion 3.3.3. Un ideal 0 £ I C g es minimal si para todo ideal J de g tal que
0CJCItenemosquel =006J=1.

Proposicion 3.3.2. Sean I,J C g ideales minimales tales que 1 "J # 0, entonces
I =J. En efecto, INJ es un ideal de g talque INJ C1elNJ CJ. Esdecir,0 #J C I.
De aqui se sigue que I = J.

Definicion 3.3.4. Se dice que | es un ideal maximal propio de un algebra de Lie g, si

J es un ideal de g tal que | C J C g, entonces J = g.

Definicion 3.3.5. E/ normalizador de una subalgebra by de g esta dado por:

N() ={xeg|[x,b Sb}

Esta es la mayor subalgebra (maximal) de g que contiene a'h como un ideal.

En el caso de que una algebra de Lie g no sea simple, es posible factorizar g mediante
un ideal propio no nulo 1. Esto es, podemos construir una algebra cociente g/1, y asi
obtener una algebra de Lie mas pequena.

Definicion 3.3.6. Sea g una algebra de Lie y sea I un ideal de g. Definimos el con-
junto
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g/l ={x+1|x¢cg}.

Es conocido del algebra lineal que g/I es un espacio vectorial. Si ademas definimos
sobre g/I la operacion [X +1,Y +1] := [X,Y]+1, para todo X,Y € g vemos que esta
operacion esta bien definida.

En efecto, siX +1=X"+1yY+I1=Y'+1, entoncesX' =X +U yY' =Y +V, para
alginU,V € 1. Por lo tanto [X',Y'| = [X +U,Y +V] = [X,Y]|+ [X,V]+[U,Y] + [U,V],
estoes, [X',Y'|—-[X,Y]=[X,V]+[U,Y]+|U,V]. Entonces ,[X".Y'|+1=[X,Y]+1, ya
que [X,V],[U,Y],[U,V] € I porque I es un ideal de g. Por lo tanto ,[X + 1Y + 1| =
X' +1,Y +1).

Se verifica que g/1 adquiere la estructura del algebra de Lie, la cual denominaremos
el algebra cociente g /1.

Definicion 3.3.7. Una transformacion lineal T : g — b con g y b algebras de Lie es
un:

1. Homomorfismo, si T ([a,b])) = [T (a),T(b)] V a,b € g.
2. Isomorfismo, si es un homorfismo biyectivo.
3. Epimorfismo, si es suprayectivo, es decir, si laimagende T esb.

4. Automorfismo, si es isomorfismo y g =b.

Definicion 3.3.8. De los Homomorfismos se puede definir:

1. Elkernelde T

Ker(T) = {[a,b] | [T (a), T (b)] = O}.

2. El conjunto de las imagenes de T

Im(T)={Tla,b] €b|a,be g}

Los endomorfismos juegan un papel muy importante en la teoria de algebras de
Lie, los cuales lo abordaremos en esta seccion. Ademas, indicaremos que ciertos
espacios vectoriales de dimension finita y algebras asociativas sobre IF jugaran un rol
importante en el estudio de representaciones.

Definicion 3.3.9. SeaV un espacio vectorial de dimension finita sobre un campo F.
Entonces definimos el endomorfismo, la cual se nota como End(V) ={T |V —V es
lineal }.
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Ejemplo 3.3.6 (Algebra de Lie general lineal). Sea V un espacio vectorial sobre un
campo F, de ahora en adelante, escribiremos gl(V') en lugar de End(V) considerado
como una algebra de Lie con [X,Y]| = XY —YX, y escribiremos gl(n,F) para denotar
M, (F) como una &lgebra de Lie bajo el conmutador de matrices. Si dim(V) es de
dimension finita, digamos n, podemos fijar una base para V y entonces la corres-
pondencia entre las transformaciones lineales y sus respectivas matrices nos dan un
isomorfismo de dlgebras de Lie gl(V) = gl(n,F). A esta dlgebra de Lie se le llama el
algebra de Lie general lineal.

A continuacion presentamos los teoremas de isomorfismos en algebras de Lie, su
demostracion es analoga a la teoria de grupos y puede ser consultada en la tesis de
Olaya®

Teorema 3.3.1 (Primer Teorema de Isomorfismo). Sea ¢ : g — g’ un homomorfismo
de algebras de Lie, sil es un ideal de g incluido en el Ker ¢ entonces existe un unico
homomorfismo de algebras v : g/I — g’ de Lie que hace conmutativo el siguiente
diagrama:

=
S
m“-

/1

tal que yom = ¢, donde & : g — g/I es la proyeccion candnica, esto es que para
X € g, n(X) =X +1. Particularmente tenemos que

g
Kero

=Ime.

Teorema 3.3.2 (Segundo Teorema de Isomorfismo). Sil, J son ideales de g entonces
I+J 1
J InJ
donde el isomorfismo esta dado naturalmente.

Teorema 3.3.3 (Tercer Teorema de Isomorfismo). Sil,J son ideales de g tales que
I C J, entonces J/I es un ideal de g/I y por lo tanto tenemos el isomorfismo natural
entre
9/l 9
J/II T
50laya, A. Caracterizacion de las algebras de Lie Nilpotentes y Solubles. Universidad de los Llanos.
2017.
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Ejemplo 3.3.7. Suponga que g se escribe como suma directa g = b + b2, como b
es ideal y b, una subalgebra. Entonces,

g/b1 = ba.

El isomorfismo esta dado por X € by — X € g/b;.

3.3.2. REPRESENTACIONES Y DERIVACIONES

En esta seccidn presentamos el estudio de la representacion adjunta y derivaciones,
para ello es necesario presentar algunas nociones basicas e importantes que apoya-
ran al desarrollo de la tematica .

Definicion 3.3.10 (Representacion). SiV es un espacio vectorial sobre un campo F
sobre un algebra de Lie g, entonces un homomorfismo T : g — gl(V), se denomina
representacion de g sobre V.

Ejemplo 3.3.8. Sig C gl(V) es una subdlgebra, la inclusion define, trivialmente, una
representacion de g en V denominada representacion candnica.

Definicion 3.3.11. Sea una representacion T de un algebra de Lie g en un espacio
vectorial V sobre un campo F. Esto es, T : g — gl(V), se denomina representacién
fiel si Ker(T) = {0}.

Definicion 3.3.12. (Representacion adjunta) Para un elemento X de una algebra de
Lie g, sea la transformacion lineal

adx :g+— g

definida por
adx(Y)=[X,Y],VY €g.

La aplicacion
ad : g — gl(g),
donde, ad(X) =adx, VX € g.
define una representacion de g en g, denominada representacion adjunta.

Ejemplo 3.3.9. (Representacion adjunta de sl(2,F)) Veamos la representacion ad-
junta de s1(2,F), las matrices de esta subdlgebra son de la forma:

)

Una base de s1(2,IF) es el conjunto {X,H,Y}. Donde

=@ o= %)=
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Al calcular la adjunta con respecto a X obtenemos que:
adx(Y)=[X,Y|=H
Comprobemos que adx(Y) = [X,Y| =H

TIENeY-oey
N
- ((l) —01>:H'

Podemos escribir que:

0 "5 0 0 -2 0
adyx = =10 0 1
H 0 0 1 0 0 0

Y 0 0 0

Al calcular la adjunta con respecto a adx (X) = [X,X| = 0 obtenemos que:

Comprobemos que adx(X) = [X,X] =0

X.X] = XX—-XX
{0 1\/0o 1\ (0 1\/0 1
~ \0 0/\0 O 0 0/\0 O
(0 0y (00
~ \0 0 00
00
-9
Al calcular la adjunta con respecto a adx(H) = [X,H] = —2X obtenemos que:

Comprobemos que adx(H) = [X,H] = —2X.
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X, H] ) )é’ 5?(1) -6 %)@ o)
0D
- (6 o)==

De la misma forma se pueden calcular ady y ady y obtener que:

A
Y=g | o 0 N I e

Y 0 0 -2

y

adx(X) adx(H) adx(Y) 0 0 0

X 0 0 0
ady = =1-100
H -1 0 0 0 2 0

Y 0 2 0

Como {X,Y,H} es una base para sl(2,IF) podemos escribir
ady = ad(aH +bX +cY)

ady = aady + badx + cady

por lo tanto se puede definir de forma general la aplicacion ad : sl(2,F) — sl(3,F),

a b 2a -2b O
es decir, dado A = ( N ) € sl(2,F) obtenemos que ady = | —c¢ 0 b | €
¢ 0 2 —2a

s((3,FF).

Definicion 3.3.13. [Derivaciones] Una derivacion de una algebra de Lie g es una
aplicacion lineal D : g — g tal que para todo X ,Y € g satisface la siguiente igualdad

D[X Y] =[DX,Y]+[X,DY].

De una forma mas general, una derivacion de una algebra es una transformacion
lineal que satisface la regla de Leibnitz para la derivada de un producto D(XY) =
D(X)Y +XD(Y).

Ejemplo 3.3.10. Toda transformacion lineal de una algebra abeliana es una deriva-
cion.
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Solucion. Sea T : g — g una transformacion lineal, de las Definiciones (3.1.2) y
(3.3.13) tenemos que,

TX,Y|=[T(X),Y]+[X,T(Y)]=0+0=0.
Por tanto, es una derivacion.

Proposicion 3.3.3. La representacion adjunta es una derivacion.

Demostracion. Por definicion de representacion adjunta tenemos que
adx[Y ,Z) = [X,[Y ,Z]]
y por la ecuacién (3.5) obtenemos que
adx[Y ,Z) = [[X,Y],Z]+[Y,[X,Z]] = [adxY ,Z] + Y ,adxZ]

por lo tanto ady es una derivacién. O

Las derivaciones que tienen como imagen un subconjunto de g, como la adjunta son
consideradas derivaciones internas. En caso contrario, g se denomina externa.

Ejemplo 3.3.11. (Derivacion de algebra de Lie) El conjunto de todas las derivaciones
de g lo denotaremos pordet(g), el cual es un subespacio vectorial del algebra asocia-
tiva gl(V). Si definimos a [D,D'] = DD’ — D'D como un corchete para [D,D'] € dex(g),
podemos verificar que

[D,D'|(XY) =DD'(XY)—D'D(XY)
=D(D'(X)Y)+XD'(Y)) - D'(D(X)Y + XD(Y))
=DD'(X)Y +DXD'(Y)+XDD'(Y)+D'XD(Y) — DXD'(Y)

—~XD'D(Y)—-D'D(X)Y —D'XD(Y)
=DD'(X)Y +D'XD(Y)+DXD'(Y)+XDD'(Y) —D'D(X)Y
—DXD'(Y)—-D'XD(Y)—XD'D(Y)
=DD'(X)Y +XDD'(Y)—D'D(X)Y —XD'D(Y)
=DD'(X)Y —D'D(X)Y +XDD'(Y) —XD'D(Y)
[D,D'|(XY)+X[D,D'|(Y).

Asi, podemos ver que der(g) con [,] : der(g) — der(g) es una dlgebra de Lie llamada
el algebra de derivaciones del algebra g.
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3.4. ALGEBRAS DE LIE SOLUBLES Y NILPOTENTES

En esta seccion mencionamos el concepto de una algebra de Lie soluble y nilpotente.
Sin embargo, hablaremos primero de la serie derivada y la serie central descendente,
ya que seran la base para poder definirlas:

Definicion 3.4.1. Definimos por induccion los siguientes subespacios de g llamadas
subalgebras derivadas de g:

g9 = g
g = [g.9]
g® = g1 g*.

La serie g(o), g,..., g(") se les conoce como serie derivada de g.

Definicion 3.4.2. La serie central descendente de un algebra de Lie g esta definida
por induccidn de la siguiente manera:

g = ¢
¢ = [g,9l=¢
g = [g.0"").

Ejemplo 3.4.1. Seag = ( g _34 ) yg = ( _63 g ) algebras de Lie, entonces:

> [(2 3 6 4\] _ ( —29 30

7 \s 4 )\ -38)]7\ 8 20)

s (2 3 —29 30 \] [ —126 354

7 \s -4 )\ 8 20 )] 7\ =338 126 )¢

s (2 3 —126 354 \] [ —2784 2880
7 I\s -4 )\ 338 126 )| 7\ 768 2784 )

Por tanto, g* es una serie central descendente.

Definicion 3.4.3. Se dice que g es una algebra soluble, si alguna de sus algebras
derivadas se anula para algun ky > 1, es decir,

gt = {0},

y para todo k > ko, g© = {0}.
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Ejemplo 3.4.2. E/ subespacio g generado por las matrices superiores de orden 3, es
un algebra de Lie soluble, en efecto:

a *x * 0 * =
gdO=g=S0a x|}, ¢=lga=<|00 % |¢,
0 0 a 000
0 0 = 0 0O
9(2):[9/79’]: 000 ) 9(3):[9(2)79(2)]: 00 0
0 0O 0 0O

Proposicion 3.4.1. Sea g un algebra de Lie.

1. Sil<g tal que g/I es soluble, entonces g es soluble.
2. I/INJ es soluble,entonces (I+J)/J es soluble

3. I1+J es soluble

4. Sig es soluble y 1 g, entonces g/I es soluble.

5. Sil,J <g, entonces I +J es soluble.
Demostracion.

1. Por hipétesis, existen n,s € N tales que (g/1)") =1y I¥) = (0). Consideremos
la proyeccion canénica w: g — g/I, m(x) = x+ 1. Como 7 es sobre, entonces
n(g) = g/I. Por tanto,

I=(a/D") = (x())" = n(a") =g +1

Entonces g C I y se verifica que (g)®) C 1) = (0). Tenemos entonces que
g(n—i-s) — <O>

2. Como I/INJ es soluble, por el Teorema (3.3.2) tenemos que I/INJ = (I+J)/J
entonces (I+J)/J es soluble.

3. Como (I+J)/J es soluble, Por 1. J <1+ J, entonces I +J es soluble.

4. Consideremos nuevamente la proyeccién canénica n. Dado que esta es un
epimorfismo, Por 2. se tiene que g/I es soluble.

5. Como I, J son solubles, entonces por 2. Se tiene que I NJ es soluble. La pro-
yeccion canénica w: I — I/(INJ) es sobre, n(I) =1/INJ, entonces I +J es
soluble
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El Profesor Navarro® describe que, la definicién de dlgebra de Lie soluble se encuen-
tra en los trabajos de Abel y Galois porque imita la nocion correspondiente en la teoria
de Grupos. Sin embargo, la idea general que se tiene de las algebras nilpotentes es
que son un campo de estudio mas reciente y son modeladas a partir de la nocion de
las algebras de Lie.

Definicion 3.4.4. Se dice que g es una algebra nilpotente, si su serie central descen-
dente se anula para algun kg > 1, es decir,

gko = {0}’

y para todo k > ko, gk = {0}.

Ejemplo 3.4.3. E/ subespacio g generado por las matrices superiores de orden 3, es
un algebra de Lie nilpotente, en efecto:

a 0 =
0 00
0 00
0 0 =« 0 0
93—[9,92]—{ 000 |>, 94—[97931—{(0 0
0 00 0 0
Teorema 3.4.1. Sea g un algebra de Lie.

1. Si g es nilpotente, entonces todas las subalgebras de g son nilpotentes.
2. Sig es nilpotente y 1 < g, entonces g/I es nilpotente.
3. Sig/Z(g) es nilpotente, entonces g es nilpotente.

4. Si g es nilpotente y distinta de cero, entonces Z(g) # 0.
Demostracion.

1. Si A C g es una subdlgebra de g, entonces [A,A] C [g,g] y en general A’ C g¢°,
para todo s. Por lo tanto, si g* = 0 para algun k, entonces se cumple que A* =0
en consecuencia A es nilpotente.

8Navarro, M. Generalizacién de las subalgebras de Cartan para &lgebras de Lie solubles de dimen-
sién finita. Universidad Nacional de Colombia - Sede Medellin. 2006.

43



2. Por hipotesis tenemos que g es nilpotente, entonces todas sus imagenes ho-
momorficas lo son, esto es; si ¢ : g — g’ es un homomorfismo de algebras de
Lie, se tiene que ¢(g°) = ¢*(g).

Ahora, el mapeo canénico « : g — g/I es un epimorfismo. Por lo dicho anterior-
mente, se tiene que g/I es nilpotente.

3. Supongamos que existe un k tal que (g/Z(g))* = Z(g). Considerando el mapeo
canoénico w: g — g/Z(g) esto equivale a

g +Z(g) = n(g") = 7"(9) = (9/2(9))* = Z(9).

Por lo tanto, g* C Z(g), pero [g,Z(g)] = 0, entonces g**' = [g,4"] C [9,Z(g)] =0
y se tiene asi que g es nilpotente.

4. Supongamos que existe un k tal que g =0y g # 0, pero gc~! # 0. Entonces
0 = g* = [g,g"!] significa que g~ ! C Z(g). Por tanto, Z(g) # 0.

3.5. TEOREMA DE ENGEL

En esta seccion probaremos el Teorema de Engel que establece la equivalencia entre
el hecho de que el algebra de Lie g sea nilpotente y que todos los elementos del
algebra g sean ad-nilpotentes.

Definicion 3.5.1. Sea g una algebra de Lie. Un elemento X € g se llama ad-nilpotente
siadx = g — g es nilpotente.

Proposicion 3.5.1. SiX € gl(V) es nilpotente entonces ady es nilpotente.

Demostracion. Sea X € gl(V) un elemento nilpotente y asociemos a X dos automor-
fismos de End(V)’, Ax(Y) = XY y px(Y) =YX las traslaciones a izquierda y dere-
cha respectivamente, claramente son estas traslaciones automorfismos nilpotentes,
ya que X es nilpotente. Ademas para cualquier anillo en especial End(End(V)), la
suma o diferencia de dos automorfismos nilpotentes es nilpotente entonces adyx =
Ax(Y) — px(Y) es nilpotente. O

Proposicion 3.5.2. Sea g una subdlgebra de gl(V) conV un espacio de dimension
finita. Si g consiste de endomorfismos nilpotentes y V = 0 entonces existe v € V,v # 0
tal que g.v = 0.

Demostracion. La siguiente demostracion la haremos por induccion sobre la dimen-
sion de g. Si la dimension de g es igual a 1, sea X € g, como X es nilpotente

’Es el conjunto de todos los automorfismos definido es V..
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existe un k> 1talque X*=0y X*1£0,seaWeVtalquev=X1WwW=#£0y
Xv =X.X*¥!.W = 0. Supongamos que K # g es una subalgebra de g. De acuerdo
con la Proposicion (3.5.1), K actua como una algebra de Lie de automorfismo nilpo-
tente sobre el espacio vectorial g, y también sobre el espacio vectorial g/K. Como
dimK < dimg, la hipétesis de induccién nos proporciona un vector X +K # K en g/K
anulado por una imagen de K en gl(g/K), es decir, [Y,X]| € K para todo Y € K, con
X ¢ K. En otras palabras K esta propiamente contenido en N(K).

Ahora, si K es una subdlgebra propia maximal de g, el argumento precedente implica
que N(K) = g, 0 sea, que K es un ideal de g. Si la dimensién de g/K < 1, entonces la
imagen inversa en g de una subalgebra unidimensional de g/K sera una subdlgebra
propia contenida en K propiamente, lo que contradice la hip6tesis de maximalidad
de K; por lo tanto K tiene codimensién 1. Esto nos permite escribir g = K + Z para
cualquier Z € g — K.

Por inducciéon, W = {v € V: K.v =0} es no nulo. Como K es un ideal, W es invariante
bajo g. En efecto, sean X € g,Y € K, y v € W implica que [X,Y].v=XYv—YX.v=0.
Escojamos Z € g — K, como arriba, de modo que el automorfismo Z (ahora actuando
sobre el subespacio W) tenemos un autovector, es decir, que existe un vector no nulo
v € W para el cual Z.v = 0. Finalmente, tenemos que g.v =0, es decir, X.v =0 para
todo X € g. O

Teorema 3.5.1 (Teorema de Engel). Si g es una algebra de Lie constituida por ele-
mentos ad— nilpotentes, entonces g es nilpotente.

Demostracion. Los elementos g son ad-nilpotentes, luego el algebra ady C gl(g) sa-
tisface la hipétesis de la Proposicion (3.5.2). Asumiendo g # 0, tenemos un vector
X #0en g para el cual [g,X] =0, en consecuencia, Z(g) # 0.

Pero a su vez, g/Z(g) también es ad-nilpotente y tiene dimensién menor g. Nueva-
mente por la hipotesis de induccion aplicada a la dimension de g garantizamos que
g/Z(g) es nilpotente, y en consecuencia g es nilpotente. O]

3.6. SUBALGEBRAS DE CARTAN

A continuacion, presentamos la definicion de subalgebra de Cartan y nos extendere-
mos con algunos argumentos necesarios para mostrar la existencia de subalgebras
de Cartan en las algebras de Lie solubles de dimension finita.

Para comenzar y por simple comodidad, haremos un cambio un cambio en la defini-
cion (3.3.12). Definimos adx (Y) = [Y,X] en lugar de adx(Y) = [X,Y]. Este cambio no
afecta la teoria porque [X,Y| = —[Y,X| y las algebras y las subélgebras de Lie son
ante todo espacios vectoriales y ady transformaciones lineales para todo X en una
algebra de Lie.
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Definicion 3.6.1. Sea g una algebra de Lie. Una subalgebra de Cartan de g es una
subalgebrah C g

1. b es nilpotente, esto es, h*0 = {0} para algin ko > 1.

2. El normalizador de bt en g coincide con g esta condicion es equivalente a decir
que si [x,h] C b, entonces x € b.

Como ya habiamos mencionado en la Definicién (3.3.5); el normalizador es la subal-
gebra mas grande de g en la cual b es un ideal. Llamada subalgebra maximal.
Ejemplo 3.6.1. Parag=sl((2,R),h = { ( g _Oa ) } es una subalgebra de Lie nilpo-
tente por ser Abeliana. Ademas b es claramente su propio normalizador por la misma
razon, luego b es una subdlgebra de Cartan de sl(2,R).

En general el subconjunto de matrices diagonales de gl(n,F) es una subdlgebra de
Cartan debido a que es una subalgebra de Lie nilpotente por ser una subalgebra
abeliana y ella su propio normalizador.

Ejemplo 3.6.2. Una subalgebra de Cartan del algebra de Lie de matrices de ordenn
sobre un campo [F es el dlgebra de todas las matrices diagonales.

Nuestra atencion se vuelve ahora hacia una relacion entre dos campos K y IF, vea-
mos:

Definicion 3.6.2. Si K es un campo que contiene al subcampo IF, entonces se dice
que K es un campo de extension (o simplemente una extension) de IF, denotado K /F.
Esta notacion es abreviatura de “K sobre F”.

Definicion 3.6.3. E/ grado de una extensién de campo K /F, denotado [K : F], es la
dimension de K como un espacio vectorial sobre F. Se dice que la extension K es
finita si [K : F] es finito.

El siguiente teorema demostrara ser una herramienta extremadamente util en nuestra
investigacion de extensiones finitas.

Teorema 3.6.1. Si E es una finita extension de F y K es finita extension de E, enton-
ces K es una extension finita de F y

[K:F]=[K:E|E:F|.

Demostracion. Se probara que K es una extension finita de F mostrando explicita-
mente una base finita de K sobre F.
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Si{ai,...,0n} es una base para E como un espacio vectorial sobre Fy {fi,..., 5} es
una base para K como un espacio vectorial sobre E. Afirmamos que {a;f3;} es una
base para K sobre FF.

1. Primero mostraremos que estos vectores abarcan K. Si u € K, entonces u =
Y 1biBjybj=Yaijoy, donde b; € E'y a;; € F. Entonces

u= Z (Z aij%') B;= Zaij(aiﬁj)-
j=1 \i=1 ij

Para los mn vectores aiﬁj debe abarcar K sobre .

2. Mostraremos que {;f3;} son linealmente independientes. Recordemos que de
la Definicion (1.3.2) un conjunto de vectores vy, vy, ..., v, €n un espacio vectorial
V son linealmente independientes si

civi+ceva+...+cpv, =0, implicaquecy =c; =...=¢, =0.

Por tanto,

u= Zcij(oc,-ﬁj) =0, VC,‘J' clF.
tj

3. Ahora, necesitaremos probar que todos los c;; son cero. Podemos reescribir u
como:

m n
Z (Z C,'jOC,') ﬁj =0, dondeZ;’:l Cijo; € E.
j=1 \i=1

Ya que los f3;; son linealmente independientes sobre E, entonces

Cij0G = 0, V]
1

n

1

Sin embargo, los a; son linealmente independientes sobre F. Por lo tanto, ¢;; =
0,Vi,j.

Por 1. 2. y 3. comprobamos que se cumple el resultado mas fuerte afirmado en el
teorema, este es: [K : F| = [K : E][E : F]. O

Definicion 3.6.4. Si K es una extension del campo base IF y denotamos por gk el
algebra sobre K asi obtenida de g, entonces tenemos que para cualquier subalgebra
U<y,

Ny(x)(Uk) = (Ng(U))k -
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Ejemplo 3.6.3. SiK es una extensioén de I tal que [K : F| es primo, entonces no hay
campos intermedios entre ¥ y K.

Definicion 3.6.5. Dado un polinomio no nulo f(x) =Y, aix* € A{xi,...,x,}, se llama
grado o grado total, la cual se nota por deg(f), al mayor exponente s al que aparece
elevado la variable x, siendo a; # 0, esto es,

deg(f) := max{s € NU{0} | a; # 0},
si f(x) = 0 entonces deg(f) := —oo

Proposicion 3.6.1. Un polinomio f € A{x,...,x,} es homogéneo si todos sus mono-
mios no nulos tienen el mismo grado. Si f es homogéneo de grado total s se tiene la
igualdad,

fltxy, . txy) = f(x1, ..y Xn).

Demostracion. En efecto, cada monomio g € Alxy, ..., x,] de grado s se escribe como
g:=ax|',...,xy donde vi +...+v, = s, luego

g(txy,....txy) = a(tx))™, ..., (tx,)""
ZV1+"'+V"aX‘1}l,. V"—tg(xl, X )

En consecuencia, si f =g + ... + g, €s suma de monomios de grado s se tiene
r
fltxy, .. tx,) = Z (X1, ..., 1xp)

= Z .X'l, X _tsf<x17 X )

OJ

Lema 3.6.1. Si f(xy,....,x,) €s un polinomio homogéneo distinto de cero de grado
total s sobre un campo F con ]]F\B > s, entonces existen ay,....,a, € F tales que

flay,....,an) #0.

Demostracion. Haremos la prueba por induccién sobre n.

Sin=1,f(x1) = bxj, donde b es un elemento de F distinto de cero. Como un poli-
nomio de grado s por el Teorema (3.6.1) tiene a lo mas s raices y |F| > s, entonces
existe un a; € IF tal que f(a;) # 0.

Supongamos que f(xi,....,x,—1) €s un polinomio de homogéneo distinto de cero de
grado total s sobre F con |F| > s y que existen ay,....,a,_; tales que f(ay,....,a,—1) #
0.

8Denota el nimero de elementos de F.
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Sea f(x,...,x,) un polinomio homogéneo distinto de cero de grado s con |F| > s.
Entonces, f(ay,...,an—1,X,) €s un polinomio distinto de cero en x,.

Con respecto al grado de f(ay,...,a,—1,x,) tenemos: Grado de f(ay,...,ay,—1,X,) €S
menor que s o grado de f(ay,...,a,—1,x,) esigual a s. Sigrado de f(ay,...,a,—1,%,) €S
menor que s, entonces existe a, € F tal que f(ay,...,a,—1,x,) # 0, porque un polinomio
de grado n tiene a lo més n raices por el Teorema (3.6.1) y |F| > s.

Sigradode f(ay,...,an—1,X,) €sigual as, entonces f(ay,...,an—1,%) :bxf1+2’}j(s)bjxj,
con b € F,b # 0. Esto implica que f(0,0,...,1) = b. Por lo tanto, existen ay,...,a, € F
tales que f(ay,...,an—1,%,) # 0. O

Lema 3.6.2. Sea g una algebra de Lie. Entonces, para todo X € g,

Ey(X):={Z e g|ady(Z) =0, para algunr € N},

es una subalgebra de g.

Demostracion. Para todo X € g se tiene que X € Ey(X). Por lo tanto, Eq(X) # 0.
Sean X;,X, € E4(X). Entonces existen ry,r; € Ntales que ady (X;) =0y ady? (X») =0.

Entonces si definimos r := max{r;,r,} se tiene
ad}r((Xl —l—Xz) = ad;r((Xl) +ad§((X2) =0.

Por lo tanto, X + X, € Eg(X).

Por otra parte, para todo a € F se tiene que ady (ax;) = aady (X;) = 0 = 0. En-
tonces aX; € Ey(X) y con ello tenemos que, E4(X) es un subespacio vectorial de

g.
Como ady pertenece a la derivacion, se verifica que

ritr
ady "X, X = Y (”Z 2 ) [ad)r(‘“rk(X]),adf((Xz) .
k=0

Por lo tanto, [X,X>] € E4(X) es una subalgebra de g. O

Estas subalgebras son usadas con mucha frecuencia en la teoria de algebras de Lie
y por tanto merecen un nombre, él Profesor Navarro® las llama subélgebras de Engel,
por su conexion con el Teorema de Engel.

9Navarro, M. Generalizacién de las subalgebras de Cartan para algebras de Lie solubles de dimen-
sién finita, 2006.
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Lema 3.6.3. Sea g una algebra de Lie. Sity es una subalgebra de g que contiene una
subalgebra de Engel E4(X), entonces Ng(h) = b.

Demostracién. Supongamos que h C E = go(ady). Entonces X € E C h. Asi que,
[X,b] Chy [X,Ng(h)] Cb. La adx estabiliza E,h y Nyg(h). Pero sabemos que ady
actua como un automorfismo sobre g/E y por lo tanto en g/h. La adx anula Ny(h)/b.
Por lo tanto Ny (h)/h = 0. Asi concluimos que, Ng(h) = b. O

Definicion 3.6.6. Sea g una algebra de Lie. Una subélgebra de Engel E4(X) se lla-
mara minimal si y sélo si dim(Eq(X)) < dim(E4(Y)), VY € g.

Teorema 3.6.2. Seah una subalgebra de Cartan de un algebra de Lie g. Supongamos
que h <U < g. Entonces Ng(U) =U.

Demostracién. Es suficiente demostrar que Ny, (Ux) = Uk, para alguna extension K
del campo base F.

Si dimp(g) = n, entonces suponemos que | IF' |= oo, porque siempre podemos extender
el campo base para obtener | F |> dimp(g). Como h es una subdlgebra de Cartan de
g, por el Lema (3.6.1), tenemos que h es minimal Engel. Entonces existe un K € g tal
que h = E4(K). Como E4(K) es autonormalizante, es decir, Ny, (Eq(K)) = Eg(K). O

Lema 3.6.4. Sea h) una subalgebra de Cartan de g y sea I un ideal de g. Entonces
(b+1)/I es una subélgebra de Cartan de g/I.

Demostracion. Dado que I es un ideal de g, se tiene que hN1 es un ideal de h.
Como § es nilpotente y h N1 es un ideal de b, por el teorema (3.4.1), se verifica que
h/h NI es nilpotente. Usando los teoremas de isomorfismos tenemos que (h+1)/1
es nilpotente, ya que (h+1)/I=bh/(hNI). Supongamos que X +1 € Ny ((h+1)/1).
Entonces [X,h]+1 € (h+1)/I, para h € b. Por otra parte,

X+Lb+1] = (X+ah+b|l|hebh, abel)
= ([X,h]+c|hebh, cel)

X,b4+1 = (X,h+a]|hebh, acl)
= ([X,h]+[X,a]|heb, acl)
= [Xah]+d|h€b,d€l>

Entonces, X +1 € Ny, ((h+1)/1I) siy sélo si [X +1,h+1] C h+1. Dado que [X,h+1] C
h+1, setiene que X € Ny(h+1)=h+1.SiX € (h+1), entonces X +1 € (h+1)/I.
Por lo tanto,

No/i((b+0D)/1) € (b+1)/1
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y como también (h+1)/I C Ny/((h+1)/I), se tiene que

No((h+0)/1) = (b +D)/1,
por tanto, (h+1)/I es una subalgebra de Cartan de g/I. O

Lema 3.6.5. Seal<dgyl <U < g. Supdngase que U /I es una subalgebra de Cartan
de g/b y que b es una subdlgebra Cartan de U. Entonces t) es una subélgebra de
Cartan de g.

Demostracion. Es claro que h es nilpotente. Supéngase que X € Ny(h). Entonces
X +1€Ny((b+1)/I). Pero (h+1)/1 es una subalgebra de Cartande U/Iy U/I es
nilpotente. Por lo tanto, h +1=Uy X +1 € Ny /;(U/I) = U/I. Esto implica que X € U
y asi tenemos que X € Ny (h) = b. O

Axioma 3.6.1. (Axioma de Eleccion) Sea A un conjunto no vacio cuyos elementos
son conjuntos no vacios y disjuntos dos a dos. Existe un conjunto D tal que DN B es
un conjunto unitario para todo B de A.

Ejemplo 3.6.4. Dada una coleccion de conjuntos A, B,C, ... con elementos, es posible
elegir un elemento de cada conjunto, es decir:

A=1{1,3,9}, B={a,b,9}, C ={x,y,9}.

A continuacion, demostraremos el resultado central de este trabajo, esto es, estable-
cer la existencia de las subalgebras de Cartan en las algebras de Lie solubles.

Teorema 3.6.3. Sea g un algebra de Lie soluble. Entonces existe una subalgebra de
Cartan de g.

Demostracion. Supondremos que existen algebras de Lie de dimensién finita que no
admiten subdlgebra de Cartan. Dado que la inclusion define un orden parcial y por
el axioma (3.6.1), entonces existe un algebra de Lie g de dimensién minimal que no
admite subalgebra de Cartan.

Sea I un ideal minimal de g. Como dim(g/I) = dim(g) — dim(I) y ademds g/I es un
algebra de Lie, se verifica que dim(g/I) < dim(g). Por lo tanto, g/I es un algebra de
Lie que admite una subalgebra de Cartan, digamos U/I.

Si U < g, entonces dim(U) < dim(g), tenemos entonces U es un &lgebra de Lie que
admite una subdlgebra de Cartan g. Por el Lema (3.6.5), h es una subalgebra de
Cartan de g, contrario a la escogencia de g. Por lo tanto U = g y g/I es nilpotente.

Sea M una subdlgebra maximal de g. Si M > I, entonces M /I es una subdlgebra
maximal del algebra nilpotente g/I, porque si U es una subalgebra de g, tal que
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M/I <U/I, entonces U > I, por lo tanto M > U, ya que M es maximal. Como con-
secuencia tenemos que U/I < M/I y asi se tiene que M /I = U/I. Entonces, M/I es
una subdlgebra maximal de g/I.

Como M/I es maximal y g/I es nilpotente, entonces M es un ideal propio de g. Si
toda subalgebra maximal de g es un ideal de g, entonces por [*1°] se tiene que g es un
algebra de Lie nilpotente. Pero g no es nilpotente, por lo tanto existe una subalgebra
maximal h que no es un ideal de g.

Para esta fj, tenemos que Ny(h) = b, porque h es maximal y h C Ny(H) y H £ I.
Como I es un ideal abeliano y g = h + 1, entonces se sigue que hNI<g. Dado que 1
es minimal, se tiene que h N1 = (0). Por lo tanto, h ~ g/I la cual es nilpotente y h) es
una subalgebra de Cartan de g.

Por lo tanto, existe una subdlgebra de Cartan § en un algebra de Lie g. O

0Barnes, D. On the Cohomology of Lie Algebras. Math. Zeitschr. 101, 343-349 (1967).
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4. CONCLUSIONES

Al estudiar algunas nociones basicas sobre algebras de Lie solubles, la estructura y
representacion de las subalgebras de Cartan, se concluye que la teoria de grupos es
fundamental para este trabajo.

En este trabajo de grado se estudio y se demostro la existencia de las subalgebras
de Cartan en las algebras de Lie solubles, mediante procedimientos matematicos que
permitio enriquecer el conocimiento en un nuevo tema.

La teoria de algebras de Lie solubles de dimension finita es inspirado en el desarrollo
de la teoria de grupos finitos y fue considerado inicialmente por el Profesor D. Barnes
de la Universidad de Sidney. Uno de los aportes centrales de este trabajo de grado
consistio en presentar en detalle los resultados originales publicados en el fabuloso
articulo donde se demuestra la existencia de las subalgebras de Cartan en las al-
gebras de Lie solubles del Profesor Barnes y de los resultados de trabajo de tesis
que generalizo el Profesor M. Navarro, a partir del trabajo de Barnes, del cual hemos
referenciando en este informe de grado.
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5. RECOMENDACIONES

Al Programa de Licenciatura en Matematicas y Fisica que hoy en dia recibe el nombre
de Licenciatura en Matematicas y es acreditado en alta calidad, es importante que
comiencen a construir este conocimiento en los nuevos aprendices, ya sea, con un
seminario de poca intensidad horaria o generar cursos electivos en esta tematica,
a fin de formar a aquellos que hacen parte del programa, en un tema novedoso e
interesante.
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Y FUE CONSIDERADO INICIALMENTE POR EL PROFESOR D.
BARNES DE LA UNIVERSIDAD DE SIDNEY. UNO DE LOS APOR-
TES CENTRALES DE ESTE TRABAJO DE GRADO CONSISTIO
EN PRESENTAR EN DETALLE LOS RESULTADOS ORIGINALES
PUBLICADOS EN EL FABULOSO ARTICULO DONDE SE DE-
MUESTRA LA EXISTENCIA DE LAS SUBALGEBRAS DE CARTAN
EN LAS ALGEBRAS DE LIE SOLUBLES DEL PROFESOR BAR-
NES Y DE LOS RESULTADOS DE TRABAJO DE TESIS QUE GE-
NERALIZO EL PROFESOR M. NAVARRO, A PARTIR DEL TRA-
BAJO DE BARNES, DEL CUAL HEMOS REFERENCIANDO EN
ESTE INFORME DE GRADO.

11.

FECHA

DE ELABO-
RACION

2019
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